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Vorrede. 

Das  Heftchen  hat  lange  auf  sieh  warten  lassen.  Der  Gegen- 
stand verdient  es  wie  kaum  ein  anderer,  in  Jahnkes  Sammlung 
behandelt  zu  werden.  Mathematiker,  theoretische  Physiker,  Kar- 
tographen, Techniker  können  aus  der  gründlichen  Kenntnis  der 
Methoden  der  konformen  Abbildung  Nutzen  ziehen.  Die  Wahl 
der  Darstellungsart  war  gerade  hier  überaus  schwierig.  Funktionen- 
theoretische Kenntnisse  sollten  nicht  vorausgesetzt  werden;  zu  ent- 
behren sind  sie  nicht,  entwickelt  werden  konnten  sie  nicht,  weil 
sonst  für  das  eigentliche  Thema  kein  Raum  geblieben  wäre.  Die 
Lösung  des  Knotens  wurde  nach  einem  welthistorischen  Vorbilde 
bewirkt.  Anstatt  den  Riemannschen  allgemeinen  Abbildungssatz 
als  Ziel  hinzustellen,  wurde  er  wegen  seines  anschaulichen  Inhalts 
ohne  Beweis  an  den  Anfang  gestellt,  und  aus  ihm  deduziert,  was 
in  einem  Werke  von  zehnmal  größerem  Umfange  mit  selb- 
ständigem Beweis  versehen  als  Vorbereitung  des  Endzieles  hätte 
dienen  müssen.  Der  Mathematiker  darf  daher  dem  Verfasser  nicht 
vorwerfen,  daß  das  Büchlein  so  geschrieben  worden  ist,  höchstens 
daß  es  geschrieben  worden  ist.  Der  Techniker  auf  der  andern 
Seite  wird  tadeln,  daß  stellenweise  noch  zu  viel  Theorie  gegeben 
werde.  Aber  der  Stoff  ist  nicht  anders  zu  fassen.  Bei  beiderseits 
gutem  Willen  wird  das  Heft  nicht  von  beiden  Seiten  in  die  Kluft 
geworfen  werden,  die  noch  immer  zwischen  der  reinen  und  an- 
gewandten Mathematik  gähnt.  Es  ist  als  Baustein  für  eine  Brücke 
der  Annäherung  gedacht. 

Ein  Werk  von  erheblich  größerem  Umfang  über  den  Gegen- 
stand zu  schreiben,  wäre  leichter  gewesen.  Bei  der  Darstellung 
war  ich  bemüht  zu  vermeiden,  daß  das  Bändchen  den  Eindi'uck 
des  Auszugs  aus  einem  größeren  Buch  macht. 

Ein  zweites  Heft  soll  Anwendungen  der  Theorie  bringen. 

Berlin,  den  12.  November  1910. 

L.  Lewent. 


Vorwort  des  Herausgebers  der  Sammlung. 

Der  Verfasser  der  vorliegenden  Schrift  ist  am  1 3.  November  J.  910 
plötzlich  aus  dem  Leben  geschieden  und  hat  ein  fast  druckfertiges 
Manuskript  hinterlassen,  das  mir  von  seinem  Bruder,  Herrn  Ober- 
lehrer Dr.  K.  Lewent,  zur  Verfügung  gestellt  wurde.  Es  fehlte  nur 
noch  die  Darstellung  der  konformen  Abbildung  durch  elliptische 
Funktionen,  die  fertigzustellen  der  Verfasser  durch  sein  tragisches 
Oeschick  verhindert  worden  ist.  Herr  Privatdozent  Dr.  W.  Blaschke 
von  der  Greifswalder  Universität  hatte  die  Liebenswürdigkeit,  die 
Ausarbeitung  des  fehlenden  Abschnittes  zu  übernehmen.  Er  trägt 
natürlich  die  Verantwortung  nur  für  das  von  ihm  verfaßte  fünfte 
Kapitel. 

Ich  habe  mich  entschlossen,  das  Lewentsche  Manuskript  im  we- 
sentlichen so,  wie  es  vorlag,  zum  Druck  zu  bringen,  einmal  weil 
eine  einfache  und  schnelle  Einführung  in  die  Methoden  der  kon- 
formen Abbildung  von  vielen  Seiten,  besonders  von  seiten  der  Elek- 
trotechniker, dringend  gewünscht  wird  und  zweitens  um  das  Er- 
scheinen der  schon  sehnsüchtig  erwarteten  Schrift  nicht  noch  länger 
zu  verzögern. 

Abgesehen  von  einer  Reihe  stilistischer  Änderungen  war  es 
notwendig,  einige  sachliche  Korrekturen  anzubringen,  so  vor  allen 
Dingen  im  dritten  Kapitel  bei  der  Erklärung  der  analytischen 
Funktionen,  und  im  vierten  Kapitel,  wo  die  einschränkenden  Vor- 
aussetzungen angegeben  werden  mußten,  unter  denen  derRiemann- 
sche  Satz  so,  wie  geschehen,  ausgesprochen  werden  konnte.  Von 
weitergehenden  Änderungen,  die  manchem  vielleicht  wünschens- 
wert erscheinen  möchten,  mußte  abgesehen  werden,  wenn  nicht 
der  Charakter  der  Darstellung  verändert  werden  sollte.  Den  Fi- 
guren habe  ich  noch  die  Figur  18  aus  R.  Fricke,  Analytisch- 
funktionentheoretische  Vorlesungen,  Leipzig  1900,  B.  G.  Teubner, 
als  Figur  20  b  mit  freundlicher  Genehmigung  des  Verfassers  hin- 
zugefügt,   dem  auch  an  dieser  Stelle  bestens   dafür  gedankt  sei. 

Bei  der  Korrektur  hat  mich  Herr  Prof.  Dr.  Salkowski  in  lie- 
benswürdigster Weise  unterstützt.  Eiue  ganze  Reihe  von  Ver- 
besserungen sind  auch  Herrn  Senator  Prof.  Dr.  Neovius  aus 
Kopenhagen   zu  verdanken. 

Der  Verfasser  hat  sich  mit  seiner  Arbeit  ein  schönes  Denkmal 
gesetzt. 

Berlin,  den  29.  Februar  1912. 

E.  Jahnke. 
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Efstes  Kapitel. 

i)ie  geometrische  Barstellung  komplexer  Größen  und 
der  allgemeine  Begriff  der  Abbildung. 

1.    Die    komplexe    Zahlenebene.      Eine   komplexe   Größe 

x  -{-  iy  =  z  ist  durch  Angabe  der  beiden  reellen  Zahlen  x  und  y 
bestimmt.  Als  Maßzahlen  der  Koordinaten  betrachtet,  legen  die 
Zahlen  x,  y  einen  Punkt  in  der  (a7i/)-Ebene  fest.  Weil  die  Zahlen- 
paare {x^  y)  und  die  komplexen  Größen  sich  gegen-  y 
seitig . eindeutig  entsprechen,  kann  man  mit  Vor- 
teil das  geometrische  Bild  an  die  Stelle  des  ana- 
lytischen Ausdrucks  treten  lassen.  Jede  Rechen- 
operation mit  der  komplexen  Größe  z  findet  ihr 
anschauliches  Gegenstück  in  der  Ebene,  wo  die 
komplexe  Größe  z  geometiisch  darge- 
stellt wird,  oder  —  wie  man  kürzer 
sagt  —  in  der  Ebene  der  komplexen 
Variablen  ^,  in  der  ^-Ebene. 

Die     elementaren     Rechnungsarten 
und  ihre  geometrische  Deutung  werden 

in  den  Lehrbüchern  der  Funktionentheorie  auf  den  ersten  Seiten 
jt)eh£|,ndelt.    Wir  düi'fen  uns  daher  kurz  fassen. 
.    .Dem  Punkte  P  (Fig.  1)  mit  den  rechtwinkligen  Koordinaten 
äj,  y  oder  den  Polarkoordinaten  r,  cp  wird  die  komplexe  Größe 

r  (cos  (p  -\-  i  %m  cp 


Fig.  1. 


z  =  X  -\-  ly 


reV' 


zugeordnet.  Der  Radiusvektor  OP  =  r  ^Yx^  -\-  y^  bestimmt  dei^ 
absoluten  Betrag  der  komplexen  Größe,  der  stets  positiv  zu 
nehmen  ist,  und  der-  aus 


sinqp 


COSCJP 


sich  ergebende  Winkel  tp  heißt  das  Argument  oder  der  Arcus  von 
z.  Der  absolute  Betrag  der  Größe  z  wird  durch  das  Zeichen  |  e  \ 
iiDgedcutet.  Die  Größe  e*'  hat  (bei  reellem  qp)  den  absoluten  Be- 
trag 1.    Das  Argument  (p  ist  auch  seinem  Vorzeichen  nach,  aber 
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nur  bis  auf  additive  Vielfache  von  2%  bestimmt,  da  eine  volle 
Umdrehung  den  Strahl  OP  in  seine  Anfangslage  zurückführt. 

Die  zu  z  =  X  -\-  iy  konjugiert  komplexe  Größe  ist  M  =  ßO  —  it/ 
=  re~V' .  Der  entsprechende  Punkt  P  ^  (a;,  —  y)  ist  das  Spiegelbild 
von  Pin  bezugauf  die  Achse  der  reellen  Zahlen  (Achse  des 
Reellen  oder  wie  wir  auch  kürzer  sagen  werden:  reelle  Achse). 
Desgleichen  sind  {a-\-ih)(x-\-iy)  =  cz  und  (a~ib)[x  —  iy)  =  cf 
konjugiert  komplex. 

Faßt  man  den  der  komplexen  Zahlgröße  z  entsprechenden 
Punkt  P  als  Endpunkt  des  Vektors  OP  auf,  so  wird  das  Rechnen 
mit  komplexen  Größen  zu  einer  Rechnung  mit  Vektoren.  Die 
(geometrische)  Addition  befolgt  genau  die  Regeln,  nach  denen  z.  B. 

Kräfte    zusammengesetzt  werden,  die 
in  einer  Ebene  liegen  und  gemeinsamen 
Angriffspunkt  besitzen  (Fig.  2)  ^).   Die 
^    Berechtigung  liegt  in  der  Identität: 

=  (a^i  +  ^:Vi)4----  +  (^,  + /•//„) 
=  (^1  +  •  •  •  +  .0  +  K^i  +  •••  +2/„)t 

Fig.  2.  die  in  dieser  Form  oder  in  der  andern: 

g  =Sz^.  =^r^,  cos  qp,,  -j-  i^  i\,  sin  qo,, 

lehrt,  daß  die  Projektion  der  Resultierenden  auf  die  x-  oder  y- 
Achse  gleich  der  Summe  der  Projektionen  der  Komponenten  ist. 

Die  Subtraktion  ist  wegen  —  0  =  -^  (—  z)  ein  Spezialfall  der 
Addition.  Die  Punkte  0  und  —  z  liegen  symmetrisch  in  bezug 
auf  den  Nullpunkt. 

Da  (Fig.  2)  OR  =  \0\  kleiner  ist  als  der  von  0  nach  i? 
führende  Polygonzug,  der  sich  aus  Strecken  von  den  Längen 
r^  ==  I  ^^1  I ,  rg  =  I  ^"2  I ,  .  .  ,  zusammensetzt,  so  folgt : 

U\  -  \^,  +»,  +  ■■•  +  ^n\<\^l\  +  \h\  +■■■  +  ,^J-   ' 

In  Worten:  Der  absolute  Betrag  einer  Summe  ist  kleiner  als  die 
Summe  der  absoluten  Beträge  der  Summanden.  Das  beigefügte 
Gleichheitszeichen  gilt  nur  in  dem  Ausnahmefall,  daß  alle  z^  das- 
selbe Argument  besitzen. 


1)  Vgl.  E.  Jahnke,  Vorlesungen  über  die  Vektorenrechnung;  auch 
Hütte,  des  Ingenieurs  Taschenbuch  I,  S.  124. 


1.  Die  komplexe  Zahlenebene. 


Wie  zwei  (oder  mehr)  komplexe  Zahlen  multipliziert  werden^ 
zeigt  die  Gleichung 

Der  absolute  Betrag  des  Produktes  ist  gleich  dem  Produkt  der 
absoluten  Betrcäge  der  Faktoren,  das  Argument  des  Produktes 
setzt  sich  additiv  aus  den  Argumenten  der  Faktoren  zusammen. 
Für  die  Darstellung  eines  Quotienten  liest  man  die  Regeln 
aus  der  Gleichung  ab: 


aus  der 


und 


z  =  ref'  =  ^^  =  ^  .  c^'/'i-Vs)', 
^2        r^ 


z\  = 


cp  =  cp^  —  9^2  ~i"  2A;7t 
folgt. 

Beispiele:  Die  Summe  und  das  Produkt  zweier  konjugiert, 
komplexen  Zahlen  sind  reell,  die  Differenz  ist  rein  imaginär: 

z  =  X  -\-  iy  =  r  (cos  cp  -{-  i  sin  (p) 
Z  =  X  —  iy  =  r  (cos  (jo  —  i  sin  cp) 

z  i- z  =  2x         =2rcos9 
z  —  z  =  2iy       =  2  ir  sin  (p 

zz  =  x^ -f  ?/2  =  r^  =  \z\'^ . 

In  den  folgenden  Beispielen  ist  es  zweckmäßig,  sich  dia 
,i-Ebene  als  beweglich  und  veränderlich '  vorzustellen,  etwa  wie 
eine  ideale  elastische  Haut,  die  mit  feinem  Verständnis  für  die 
auszuführenden  mathematischen  Operationen  sich  immer  in  der 
gewünschten  Weise  verzeiTt  und  verschiebt.  Diese  ^-Ebene  denke 
man  sich  über  einer  andern  festen  Ebene,  der  Z- Ebene,  derart 
ausgebreitet,  daß  anfänglich  die  x-  und  ^-Achse  sich  mit  den  ent- 
sprechenden Achsen,  der  X-  und  F- Achse,  der  Z- Ebene  decken. 
Dann  kann  man  die  durch  die  Gleichung 

Z  =  z  -\-  a  -\-  hl 

angezeigte    Abänderung   der   komplexen    Größe   z   als   eine    Ver- 
schiebung der  ;f-Ebene  deuten,  bei  der  die  Achsenrichtungen  bei 
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behalten  werden  (Parallelverschiebung).  Der  Nullpunkt  der 
2'-Ebene  gelangt  nach  Z  =  a  -\-  hi . 

Ist  a  eine  reelle  positive  Konstante,  so  wird  durch 

Z=  az 

eine  Streckung  dargestellt,  indem,  der  Gleichung 

Z  =  ar  •  e'P' 

entsprechend,  beim  Übergang  von  der  ^-Ebene  zur  Z-Ebene  zwar 
die  Argumente  von  z  und  Z  einander  gleich  bleiben,  die  absoluten 
Beträge  aber  in  der  Weise  verändert  werden,  daß  der  absolute 
Betrag  der  Größe  Z  zum  absoluten  Betrage  von  z  das  Verhältnis 
u  :  1  hat. 

Das  Produkt 

Z  =  c""'  •  z  =  r  '  e('^  +  «)'  ((V  >  0) 

bedeutet  eine  Drehung  im  Sinne  wachsender  Winkel  (in  posi- 
tivem Sinne)  um  den  Nullpunkt. 
Für  e  =  a  •  e"^  ist 

Z=  cz  =  are^'P^'")' 

eine  Drehung  (a)  um  den  Nullpunkt,  verbunden  mit  einer  Streckung 
(a  :  l),    eine  sogenannte  Drehstreckung.     Speziell   wird   eine 

Drehung  der  ^-Ebene  um  ^  ,  tt,    ^  durch  den  Übergang  von  z  zu 

iz^  —  z^  —  iz  vollzogen. 

Die  allgemeinste  ganze  lineare  Funktion 

Z=  a-\-hz 

•schreibt  vor,  daß  die  ^--Ebene  (wegen  des  Faktors  b)  erst  gedreht 
und  gestreckt  und  dann  (wegen  a)  parallel  zu  sich  verschoben 
wird.    Nach  der  Darstellung 

kann   derselbe  Effekt   durch   eine  Parallelverschiebung  l-r-j   mit 

folgender  Drehstreckung  (h)  erzielt  werden. 

Als  Anwendung  soll  die  ebene  epizjklische  Bewegung  der  z- 
Ebene  charakterisiert  werden.  In  der  .e-Ebene  denke  man  sich 
den  Kreis  mit  dem  Radius  r  gezeichnet  (Fig.  3),  der  anfangs  im 
Punkte  z  =  R  -r  r,  d.  h.  auf  der  positiven  Hälfte  der  Achse  des 
Reellen,  im  Abstände  B  -\-  r  vom  Koordinatenanfang  0,   seinen 
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Mittelpunkt  M  hat.  Der  Kreis  (und  mit  ihm  die  2:-Ebene  in  der  er 

27t 

liegt)  rotiere  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  —  um  seinen  Mittel- 
punkt Jf,  während  gleichzeitig  der  Mittelpunkt  auf  dem  Kreise  mit 
dem  ßadius  E-{-r  wandert,  die  bewegliche  Ebene  also  um  0  ge- 

•dreht  wird ;  die  Winkelgeschwindigkeit  dieser  Drehung  sei  -=^  • 
Zu  der  Zeit  r  wird  durch  die  Winkel 


^        23r 


und 


27t 

t 


die  Größe  der  Drehungen  ange- 
geben. Ein  Punkt,  der  ursprüng- 
lich durch  die  komplexe  Größen 
dargestellt  war,  kann  durch  vier 
aufeinanderfolgende  Operatio- 
men in  seine  Endlage  überge- 
führt werden. 

1.  Die  ^-Ebene  wird  parallel 
verschoben,  so  daß  M  nach  0 
kommt;  z  geht  dabei  über  in 
r~(i?-f  r). 

2.  Die  so  verschobene  z- 
Ebenewird  in  positivem  Sinne  um 
den  Winkel  cp  gedreht;  was  einer 
Multiplikation  von  z  —  {R-^-r) 
mit  c**"  entspricht. 

3.  Die  Parallel  Verschiebung,  die  M  nach  0  führte,  wird  wieder 
rückgängig  gemacht,  so  daß  M  seine  Anfangslage  wieder  inne 
hat  und  durch  1.,  2.,  3.  also  nur  eine  Drehung  um  M  bewirkt 
ist;  der  Punkt  z  liegt  jetzt  in 

[z  -  (R  +  r)]c'P'  -{-  li  +  r. 

4.  Die  gedrehte  ;2:-Ebene  wird  um  0  durch  den  Winkel  <P  ge- 
dreht; dadurch  kommt  z  nach 

Z=  {[z-  (R  +  r)]  e'f^  +  (R-\-r)}e'^'. 

Soll  der  Kreis  (M\  r),  wie  es  bei  der  Epizykloidenbewegung  der 
Fall  ist,  auf  dem  Kreise  (O^R)  rollen,  ohne  zu  gleiten,  so  ist 


Fig.  3. 


^ 


(P,     (;p  -f  a>  = 


R-^r 


^, 


I.  Geometrisclie  Darstellung  komplexer  Größen. 


und  es  ergibt  sich 


r>e 


't>i 


Diese  Gleichung  kann  als  Bahn  des  Punktes  z  in  der  festen  Z- 
Ebene  angesehen  werden,  da  sie  für  jeden  Wert  des  Parameters 
O  die  Lage  Z  des  bewegten  Punktes  kennen  lehrt.  Z.  B.. erhält 
man  für  den  Punkt  z  =  B  {P  der  Fig.  3): 


re 


Durch  Trennung  des  reellen  vom  imaginären  Bestandteil  ergibt 
sich  in  der  Tat  die  Gleichung  der  Epizykloide: 

X  =  (i?  +  r)  cos  0  —  r  cos  (  - 4"  **  *  ^)  ? 

r  =  (jß  +  r)  sin  0  -  r  sin  {?^  •  0\ . 

Sind  allgemein  m  z  =  x  -\-  iy  die  Größen  x  und  y  variabel, 
aber  y  von  x  abhängig,  so  ist  z  =  x  -\-  iy  die  Gleichung  einer 
Kurve.     So   stellt  z  =  x  -\-  i  Yr^  —  x^  den   Kreis    x^  +  y^  =  r^ 


oder    auch 
y^  =  2px. 


2p 


-\-  iy    die    Parabel 


Aus 


=  ^  +  *^  =  i_pT.+ 


2^ 


Kig.  4. 


liest  man    die   Gleichung    des   Kreises 
ic^  +  1/^  =  1  ab. 

Als  letzte  Aufgabe  dieser  einleiten- 
den Nummer  soll  der  Punkt  z^  be- 
stimmt werden,  der  zu  dem  Punkte 
Zq  =  r^e^^f"  spiegelbildliche  Lage  in  be- 
zug  auf  eine  gegebene  Gerade  besitzt 
(Fig.  4).  Die  gegebene  Gerade  gehe  durch  c  =  a  •{-  ih^  ihr  Rich- 
tungswinkel sei  0-. 

Die  5^-Ebene  wird  gemäß  der  Gleichung  z  =  z  —  c  parallel 
verschoben,  so  daß  c  in  den  Nullpunkt  0  kommt.  Nach  einer  nun- 
mehr um  0  ausgeführten  Drehung  um  das  Doppelte  des  Winkels 
'9" — (pQ  im  positiven  Sinne  {z"=  /^^(.^-(/jo)»^  j^at  man  nur  wieder 
die  erste  Parallelverschiebung  inickwärts  auszuführen,  um  z^  nach 
z^  zu  bringen.    Es  ist  also 


2.  Abbildung  zweier  Bereiche. 


^^'jö^-^--^ 


Nur  in  der  Form  abweichend  ist  der  Ausdruck 

den  folgende  Überlegung  ergibt.  Durch  Parallelverschiebung  und 
Drehung  bringe  man  die  gegebene  Gerade  mit  der  iC-Achse  zur 
Deckung,  so  daß  c  nach  0  kommt: 

z  ={z  —  c)'  c-^\ 

Das  in  bezug  auf  die  neue  Achse  des  Reellen  genommene  Spiegel- 
bild des  Punktes  e^  =  (Zq  —  c)e~^\  nämlich  den  Punkt  2q'  = 
^a' ="  {ßa  —  c)e^',  bringt  man  durch  Rückwärtsdrehen,  um  den 
Winkel  -9",  und  nachfolgende  Parallelverschiebung  c  nach  z^ . 

2.  Die  Abbildung 
zweier  Bereiclie  auf- 
einander. Was  unter 
konformer  Abbildung 
zu  verstehen  ist,  soll  erst 
im  zweiten  Abschnitt  aus- 
einandergesetzt werden. 
Derzunächst  zu  erörternde 
allgemeine  Begriff  der 
Abbildung  ist  leichter 
zn  fassen.  In  der  Ebene  de;:  komplexen  Variablen  2  =  x  -\-  iy  sei 
ein  Bereich  abgegrenzt  (der  sich  auch  über  die  ganze  Ebene  er- 
strecken kann),  ebenso  in  der  Ebene  einer  and.ern  Variablen 
Z=  X-\-iY.  Wir  sagen,  beide  Bereiche  sind  aufeinander  bezogen 
oder  abgebildet,  der  eine  ist  ein  Abbild,  des  andern,  wenn  eine 
Vorschrift  besteht,  nach  der  zu  jedem  Punkte  {x,y)  des  ersten 
Oebiets  ein  entsprechender  Punkt  (X,  Y)  (oder  mehrere)  des  an- 
deren Gebiets  gefunden  werden  kann  und  umgekehrt.  Unwesent- 
lich ist  dabei  noch,  daß  die  Bereiche  (z)  und  (Z)  über  ebenen 
Flächen  ausgebreitet  sind. 

1.  Beispiel.    Durch  die  Zuordnung 

Xi-  iY=x-\-2iy 

wird  das  Innere  eines  Rechtecks  der  <?- Ebene  (Fig.  5)  auf  das 
Innere  eines  doppelt  so  hohen  (F=  2  t/)  und  gleich  breiten  (X  =  x) 
Rechtecks  abgebildet.  Achsenparallelen  Geraden  der  einen  Figur 
entsprechen  ebensolche  Geraden  der  andern. 


—X 

Fig.  5, 


1.  Geometrische  Darstellung  komplexer  Größen. 


2.  Beispiel.    Durch  die  Beziehung 

gehen  die  Punkte  des  Kreises  x^  -\-  p^  =  a^  in  Punkte  der  Ellipse 

X^        Y^ 

—2  -f-  -^  =  1  Über,  weil  die  Abszissen  unverändert  bleiben  und 

die  Ordinaten  im  Verhältnis  h  :  a  verkürzt  werden.  Den  kon- 
zentrischen Kreisen  im  Innern  des  genannten  Kreises  (Fig.  6)  ent- 
sprechen Ellipsen,  die  im  Innern  jener  andern  liegen,  zu  ihr  kon- 

y 
zentrisch,  ähnlich  und  ähnlich  gelegen  sind.    Den  Strahlen  — =  c 


Fig.  6. 


sind  dabei  die  Strahlen  ^  =  —  =  —  ■  c  zugeordnet.    Da  jedem 

Punkte  im  Innern  des  Kreises  genau  ein  Punkt  im  Innern  der 
Ellipse  entspricht  und  vica  versa,  heißt  die  Abbildung  umkehr- 
bar eindeutig  oder  ein-eindeutig. 

3.  Beispiel.  Eine  einfache  Abbildung  der  nördlichen  Halb- 
kugel der  Erde  erhält  man  durch  senkrechte  Projektion  der  Kugel- 
punkte auf  die  Ebene  des  Äquators.  Bildet  man  die  südliche 
Hälfte  in  gleicher  Weise  ab,  so  hat  jeder  Punkt  der  Erde  ein 
ganz  bestimmtes  Bild,  aber  nicht  umgekehrt.  Denn  zu  jedem 
Bildpunkte  existieren  zwei  Orte  auf  demselben  Meridian  mit  ent- 
gegengesetzt gleicher  Breite.  Die  Abbildung  wird  durch  die  Fik- 
tion einer  zweiseitigen  Äquatorialebene  umkehrbar  eindeutig,  in- 
sofern nun  Punkten  der  oberen  Seite  (unteren  Seite)  nur  Punkte 
nördlicher  (südlicher)  Breite  zugeordnet  sind.  Wir  nähern  uns 
mehr  einer  überaus  fruchtbaren,  von  Riemann  ausgebildeten  Vor- 
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stellungsweise,  wenn  wir  die  Eindeutigkeit  dadurch  erzwingen,  daß 
wir  uns  die  vom  Äquator  begrenzte  Kreisfläche  in  zwei  Exem- 
plaren übereinanderliegend  und  längs  des  gemeinsamen  Randes 
zusammengeheftet  denken.  Der  so  entstandene  Zylinder  von  un- 
endlich kleiner  Höhe  wird  nun  mit  einer  Grundfläche  zum  Träger 
der  Bilder  nördlicher  Breite,  mit  der  andern  zum  Träger  derjenigen 
südlicher  Breite. 

4.  Beispiel.  Bei  der  sog.  stereographischen  Abbildung 
der  Kugel  werden  die  Punkte  der  Fläche  durch  Strahlen  vom 
Nordpol  auf  die  Tangentialebene  im  Südpol  projiziert.  Diese  Pro- 
jektionsart wird  uns  später  beschäftigen. 

Zweites  Kapitel. 

Die  Cauehy-ßiemannschen  partiellen  Differential- 
gleichungen und  die  konforme  Abbildung. 

3.  Die  Bedingungen  der  Konformität.  Soll  von  einem 
ebenen  Gebiet  ein  Bild  auf  dem  ebenfalls  ebenen  Zeichenblatt  ent- 
worfen werden,  etwa  von  einem  Grundstück  für  das  Katasteramt, 
so  ist  ohne  Frage  die  in  einem  passend  gewählten  Maßstab  her- 
gestellte ähnliche  Figur  am  geeignetsten.  Handelt  es  sich  aber 
um  Darstellung  ausgedehnter  Länder  auf  der  Erde,  die  nicht  mehr 
als  eben  betrachtet  werden  können,  so  ist  eine  ähnliche  Abbildung 
im  obigen  Sinne  nicht  möglich.  Bei  der  Frage  nach  der  besten 
Darstellung  sind  jedesmal  die  besonderen  Zwecke  zu  berück- 
sichtigen. 

Wir  denken  uns  nach  zwei  verschiedenen  Methoden  die  Erd- 
oberfläche abgebildet,  einmal  auf  die  Ebene  der  komplexen  Varia- 
blen w  =  u  -\-  iv  und  dann  auch  auf  die  5"- Ebene.  Ordnen  wir 
die  Punkte  w  und  z  beider  Ebenen  einander  zu,  die  demselben 
Punkte  der  Kugel  entsprechen,  so  sind  auch  die  Gebiete  (w)  und 
(z)  aufeinander  abgebildet.  Im  allgemeinen  ist  die  zwischen  ihnen 
bestehende  Beziehung  keine  ähnliche  Abbildung.  Von  der  Kugel, 
die  uns  die  nötigen  Dienste  geleistet  hat,  sehen  wir  jetzt  ab.  Für 
die  Beurteilung  der  Brauchbarkeit  der  Abbildung  des  Bereiches 
in  der  ^'- Ebene  auf  das  Gebiet  {w)  rücken  wir  folgende  Gesichts- 
punkte in  den  Vordergrund. 

Wir  beschäftigen  uns  nur  mit  solchen  Abbildungen,  bei  denen 
einem   stetigen  Fortrücken   des  Punktes  z  eine   im   allgemeinen 
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stetige  Änderung  des  Punktes  tv  entspricht,  ja  wir  setzen  sogar 
u  und  V  als  Funktionen  von  x  und  y  voraus,  die  in  dem  betrach- 
teten Gebiet  —  von  später  anzugebenden  Ausnahmen  abgesehen  — 
stetige  Differentialquotienten  bis  zur  zweiten  Ordnung  besitzen. 
Eine  Verschiebung 

/iz  =  /Ix  -\-  i/iy 

des  Punktes  z  wird  dann  eine  Änderung  (Fig.  7) 

w+Jw  ' 

des  Punktes  w  hervorrufen,   die    gleichzeitig 
mit  z/^  unendlich  klein  wird.    Der  absolute 
02+^z     Betrag  des  Differenzenquotienten 


Fig.  7.  ^2        Jx  -\-i^y 

liefert  das  Längenverhältnis  der  Strecken  z/w  und  Jz^  das  Argu- 
ment des  Quotienten  läßt  erkennen,  um  welchen  Winkel  beide 
Elemente  gegeneinander  gedreht  sind. 

Ist  nun  die  erste  Karte  {z)  so  beschaffen,  daß  man  sich  mit 
ihrer  Hilfe,  mit  einem  Kompaß  und  Maßstab  orientieren  kann,  so  soll 
durch  die  abbildende  Funktion  w  der  zweiten  Karte  dieselbe  Eigen- 
schaft erteilt  werden.  Wir  verlangen  demgemäß  erstens,  daß  einem 
Winkel  mit  dem  Scheitelpunkt  z  ein  gleich  großer  Winkel  mit 
dem  Scheitelpunkt  w  entspricht,  daß  also  die  Bilder  zweier  Kurven 
durch  z  sich  in  w  unter  demselben  Winkel  schneiden  wie  die  Originale ; 
wir  verlangen  zweitens,  daß  —  bei  Beschränkung  auf  kleine  Di- 
mensionen —  Punkten,  die  von  einem  beliebigen  Punkte  z  gleichen 
Abstand  haben,  wieder  Punkte  eines  Kreises  mit  dem  Mittelpunkt  tr 
zugeordnet  sind.  Die  zweite  Bedingung  spricht  für  eine  bestimmtt' 
Stelle  die  Unabhängigkeit  des  Maßstabes  von  der  Richtung  aus, 

so  daß  der  Grenzwert  -^^  an  jeder  Stelle  einen  ganz  bestimmten 

(X  z 

absoluten  Betrag  hat,  der  sich  mit  der  Richtung  des  Elements 
nicht    ändert.    Durch  die  erste  Bedingung  wird  an  jeder  Stelle 

für   das   Argument  von     v-    ein  von    der  Orientierung    des   Eie- 
rt z 

ments  dz  unabhängiger  Wert  gefordert.  Bei  Erfüllung  beider  Be- 
dingungen erscheint  also  -,  als  reine  Ortsfunktion,  d.  h.  als  eine 
Funktion  von  z^  die  sich  an  einer  bestimmten  Stelle  z  nicht  mit 
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der  Fortschreitungsrichtung  von  dz  ändert.  (Für  uns  ist  es  un- 
erheblich, daß  die  beiden  aufgestellten  Forderungen  bei  Voraus- 
setzung stetiger  Diflferentialquotienten  von  u  und  v  sich  gegen- 
seitig bedingen.)  Einem  Fortrücken  des  Punktes  z  parallel  zur 
rc- Achse  {dy  =  0)  und  einem  Fortrücken  parallel  zur  «/-Achse 
(dx  =  0)  muß  daher  derselbe  Wert  des  Differentialquotienten  ent- 
sprechen : 

/   s  dw  _d{u-\-  iv) l^d{u-\-iv) 

^  dz  dx  i         dy 

Da  u  und  v  reelle  Funktionen  der  reellen  Veränderlichen  x 
und  y  sind,  zerfällt  diese  Gleichung  in  die  beiden: 

^  ^  dx       dy"*      dy  dx'' 

für  die  der  Name  Cauchy-Riemannsche  Differentialgleichungen 
gebräuchlich  ist. 

Umgekehrt  folgt  aus  dem  Bestehen  der  Gleichungen  (2)  wirk- 
lich, daß  -^    an  jeder  Stelle  (rc,  y)  von  der  Größe  und  Richtung 

Ol  z 

des  Elements  dz  unabhängig  ist: 

(du  j      ,    ^«*  7  \    ,     •  (dv  ,      X    dv  j  \ 
.  ,      ,    .,  (^'  dx -^  ^  dy]  -{■  i  U— dx -{■  ^r- dy) 

dw       du  •{-  idv  _  \dx  dy      I  \dx  dy      / 

dz        dx  -f-  idy  dx  -{-  idy 

(du   .    .  dv\   j     ,    •  /^«*    I    •  ^v\   , 


du   ,    .  dv 

dx         dx 


dx  -|-  idy 


Durch  Differentiation  folgt  aus  (2): 

fl\  A  ^^'^    I    ^'^         rv         A  d*v    ^     d^v         ^ 

^  ^  dx*       dy*         '  dx*   '   dy* 

d.  h.  der  reelle  und  der  imaginäre  Teil  der  Funktion  «<;  =  t*  -f  i «; 
genügen  einzeln  der  Laplaceschen  Differentialgleichung  Aq)=^0. 
Zu  beachten  ist  aber,  daß  nicht  beliebige  Lösungen  u  und  v  der 
partiellen  Differentialgleichung  A(p  =  0  als  reeller  und  imaginärer 
Bestandteil  einer  Funktion  w  der  hier  betrachteten  Art  gewählt 
werden  können.  Denn  die  Bedingungen  (2),  denen  u  und  v  zu 
genügen  haben,  sind  enger  als  die  aus  ihnen  abgeleiteten  Glei- 
chungen (3).    In  der  Tat  ist  auch  durch  (2)  die  Funktion  v  bis 

Lewent:  Konforme  AbbUdang.  2 
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auf  eine  reelle  Konstante  bestimmt,  wenn  die  Funktion  u  als 
Lösung  der  Gleichung  l^u  =  0  schon  bekannt  ist.  Denn  aus  der 
Darstellung 

dx  oy    ^ 

oder  nach  (2) 

(4)  dv  =  ~  A-  dx  -f  ^  dy 

^  ^  dy  dx    ^ 

ist  ersichtlich,  daß  das  Differential  der  gesuchten  Funktion  v  voll- 
ständig mit  der  Funktion  ii  mitbestimmt  ist.  Der  Ausdruck  (4) 
ist  ein  totales  Differential,  da  die  Integrabilitätsbedingung  die 
Form  At*  =  0  hat,  also  erfüllt  ist. 

Wenn  die  beiden  reellen  Funktionen  u^  v  der  reellen  Verän- 
derlichen x^  y  die  Gleichung  (l)  identisch  erfüllen,  so  setzt  man 
abkürzend: 

(5)  wl=  u{x, y)  +  iv  {x, y)  =  f{x  +  iy), 

und  nennt  w  eine  analytische  Funktion  von  z=  x  -\-  iy.  Nimmt 
man  z.  B.  ein  komplexes  Poljom  in  ^,  dessen  Wert  w  nach  den 
obigen  Rechenregeln  gefunden  wird,  so  wird  w  =  f{z)  eine  solche 
analytische  Funktion. 

Die  weitere  aus  (2)  gezogene  Folgerung 

^^  dxdx^  dy  dy 

gestattet  eine  einfache  geometrische  Deutung,  wenn  man  bedenkt, 
daß  die  in  der  (rc,  «/)- Ebene  gezeichneten  Kurven  u{x^y)  =  const, 
^i^i  y)  =  const  im  Punkte  (rr, «/)  Tangenten  mit  den  Richtungs- 
faktoren "~  o~  •  ö~  ^iid  —  ^  :  '^-  haben.  Die  Gleichung  (6)  be- 
sagt, daß  die  beiden  Kurvenscharen  u  =  const  und  v  =  const  sich 
rechtwinklig  schneiden  (Orthogonalitätsbedingung).  Nach 
der  Herleitung  ist  das  übrigens  selbstverständlich,  da  die  beiden 
Systeme  u  =  const,  v  =  const  in  der  w-Ebene  zwei  Scharen  von 
Geraden  darstellen,  die  den  Achsen  parallel  laufen;  diese  aber 
durchkreuzen  sich  unter  rechten  Winkeln,  und  deshalb  gilt  das- 
selbe von  ihren  Bildern  in  der  ;2- Ebene. 

Da  beim  Übergang  von  der  ^-Ebene  zur  «<;-Ebene  die  Winkel 
erhalten  bleiben,  heißt  die  Abbildung  winkeltreu  oder  isogo- 
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nal.  Einem  unendlich  kleinen  Dreieck  in  der  einen  Ebene  ent- 
spricht wegen  der  Winkelgleichheit  ein  unendlich  kleines  ähn- 
liches Dreieck  der  andern  Ebene.  Wir  können  daher  auch  von 
einer  in  den  kleinsten  Teilen  ähnlichen  Abbildung  oder 
mit  Gauß  von  einer  konformen  Abbildung  reden. 

Endliche  Gebiete  brauchen  nicht  ähnlich  zu  sein,  weil  der 
Maßstab  sich  von  Stelle  zu  Stelle  ändert.  Die  allgemeinste  kon- 
forme Abbildung,  bei  der  das  Abbildungsverhältnis  überall  gleich 
bleibt,  ist  leicht  zu  bestimmen.  Nach  (l)  ist  das  Quadrat  des 
Vergrößerungsverhältnisses : 

j^i^—  (^iVj-  (^V—  (^Vj-  I^V 

^,  dz\-  \d'x)  +  \dy)  ~  \dx)  +  \dy)  ' 
Seine  Konstanz  ergibt 

du    d^u       du      d^u   _  du      c^u     .    du     d^u  _ 

dx'  dx*^  Jy'  dx^dy  ~     '     dx'  dxdy  "^  Jy  '  dy^  ^  ^' 

Die  beiden  Gleichungen  sind  in  ^ ,  x-  homogen  und  linear. 
Ihr   gleichzeitiges   Bestehen    erfordert    daher   entweder   r,—  =  0 , 

w  X 

d  u 

o  =  0,  also  u  =  const,  und  ebenso  ergibt  sich  v  =  const,  mit- 
hin auch  ic  =  const;  oder  aber: 

d*ud^  _  /_dy  \2_ 

dx^dy*       \dxdy)  ~~  ^' 

Der  erste  Fall  liefert  überhaupt  keine  Abbildung,  im  zweiten  ist: 
\dx')  "^  \dxdy)  ~  ^'     ^^'"^     dx'  ~  d^  ~  ^7'  ~ 


Mitbin  wird 

u  =  ax  —  hy  -\-  c 

und  auf  Grund  von  (2)  oder  (4): 

V  =  hx  -\-  ay  +  d^ 
worin  a^  b^  c^  d  reelle  Konstanten  sind.    Schließlich  wird 

w  =  u  -\-  iv  =  (a  +  ih) z  -\-  (c  -{-  dt) . 
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Die  Annahme  eines  überall  konstanten  Vergrößerungsverhält- 
nisses liefert  also  als  allgemeinste  auch  im  Großen  ähnliche  Ab- 
bildung die  Transformation  der  ^- Ebene  durch  eine  lineare  ganze 
Funktion.  Sie  ist  schon  im  ersten  Abschnitt  behandelt,  aber  noch 
nicht  als  Abbildung  gedeutet  worden. 

4.  Erläuterungen  und  Ergänzungen.  Die  wichtigen  Aus- 
sagen der  vorigen  Nummer  wollen  wir  anhangsweise  durch  einige 
Bemerkungen  erläutern. 

a)  Für  die  in  Nr.  2  mit  Z  =  X-{-iY  bezeichneten  (nicht  ana- 
lytischen) Funktionen  x  -\-  2iy  und  x  -f-  i  —  y  sind  die  Cauchy- 
Riemannschen  Differentialgleichungen  nicht  beide  erfüllt.  Daher 
sind  die  durch  Z  vermittelten  Abbildungen  nicht  konform.  Die 
Funktionen  Z  sind  komplexe  Funktionen  der  reellen  Variabein 
ic,  y  und  nicht  analytische  Funktionen  einer  komplexen  Veränder- 
lichen z.  Im  ersten  Beispiel  entsprechen  sich  z.  B.  die  zu  den  Dia- 
gonalen parallelen  Sehnen  beider  Rechtecke  (Fig.  5).  Offenbar  sind 
die  entsprechenden  Schnittwinkel  im  allgemeinen  verschieden  groß. 
Auch  erkennt  man  für  w  =  ic,  !^  ==  2?y,  daß  der  Quotient 

l  +  2(-^2/\-  dy 

dw dx-]-2idy \dx/  .  dx 

d  v 
keinen  von  der  Neigung  ;,-  des  Elementes  dz  unabhängigen  Wert 

u  X 

besitzt.    Dasselbe  gilt  für  den  absoluten  Betrag 


diD 
dz 


dx-\-2idy  \  •^/dx*-\-4:dy* 

dx  -f  idy    1  ~  V  dx^  -\-  dy^ 


Auch  im  zweiten  Beispiel  sieht  man  den  nichtkonformen  Charakter 
sofort  ein.  In  der  Kreisebene  schneiden  sich  (Fig.  6)  die  Strahlen 
des  Büschels  und  die  konzentrischen  Kreise  rechtwinklig,  die  ent- 
sprechenden Linien,  das  Strahlenbüschel  und  die  Schar  ähnlicher 
Ellipsen  sind  dagegen  nicht  orthogonal. 

Auch  die  Abbildung  im  dritten  Beispiel  ist  nicht  konform. 
Denn  zieht  man  auf  der  Kugel  durch  einen  Punkt  P  zwei  Linien- 
elemente, eines  in  Richtung  des  Meridians,  eines  in  Richtung  des 
Parallels  durch  P,  so  wird  das  zweite  in  wahrer  Größe  projiziert 
(Maßstab  1:1),  während  das  erste  um  so  mehr  verkürzt  erscheint, 
je  näher  P  dem  Äquator  liegt. 
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b)  Setzt  man  w  =  -   ,  v  =  x^  -^  2y^^   so  sind  die  Parabeln 

u  =  const  und  die  Ellipsen  v  =  const  ortbogonale  Kurvenscharen, 
weil  die  Gleichung  ((>)  erfüllt  ist: 

du  dv       du  dv 4a;*       4ic* 

dx  dx       dy  dy~~    y  y 

Die  durch  u  -\-  iv  vermittelte  Abbildung  ist  trotzdem  nicht  kon- 
form, weil  den  Gleichungen  (2)  nicht  genügt  wird,  ja  nicht  ein- 
mal den  Gleichungen  Ai^  =  0,  A^^  =  0. 

c)  Die  Funktionen  u  =  x^  -~  y'^  und  v  = ^-^ — j  genügen 

X  -\-  y 

beide  der  Laplac eschen  Differentialgleichung,  und  doch  ist  u  ■\-iv 
keine  analytische  Funktion  von  z^  weil  die  Gleichungen  (2)  nicht 
erfüllt  sind.  Aus  der  Funktion  u  findet  man  mittels  der  Glei- 
chungen 

dv  _       ^^_9  dv  __du  _ 

dx~       dy~  dy~~dx  ' 

daß  V  -=  2xy  -\-  c  (c  reell  und  konstant)  ist;  ebenso  gehört  zu  v' 

die  Funktion  u  = 

tischen  Funktion 


die  Funktion  u  =  ttt  t  -]-  c  aXs  reeller  Beständteil  der  analy- 


,         ,  ,    .   ,        x  —  ty.  1        .  1     , 

'  aj'-j-  1/'   '  x-\-iy   ^  z 

Auch  w  =  11  -\-  iv  =  x^  —  y^  -{-  2ixy  -\-  ci  =  (x  -\-  iyY  -\-  ci 

=  z^  -}-  ci 

ist  als  analytische  Funktion  von  z  erkennbar.  Durch  w  und  durch 
tv'  werden  konforme  Abbildungen  vermittelt. 

d)  Als  Kennzeichen  einer  konformen  Abbildung  kann  der  Satz 
gelten : 

Durch  die  Funktion  w  =  u-\-iv  wird  dann  und  nur  dann  die 
2;-Ebene  konform  auf  die  tv-Ehene  abgebildet,  wenn  der  durch  die 
Geraden  x  =  const  und  y  =  const  bewirkten  Einteilung  des  z- 
Gebiets  in  unendlich  kleine  Quadrate  auch  in  der  M;-Ebene 
ein  Netz  von  unendlich  kleinen  Quadraten  entspricht. 

Daß  diese  Beziehung  notwendig  ist,  liegt  schon  im  Begriflf 
der  konformen  Abbildung.  Es  ist  noch  zu  zeigen,  daß  die  in  dem 
Satz  ausgesprochene  Korrespondenz  für  die  Funktionen  u  und  v  das 
Bestehen  der  Cauehy-Riem an n sehen  Differentialgleichungen 
nach  sich  zieht. 
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Es  sei  z  ein  Gitterpunkt  des  quadratischen  Netzes  der  ^-Ebene, 
dx  =^  dy  die  Länge  der  Seiten  eines  der  Quadrate  (Fig.  8).  Das 
Differential 

du  ^      ,    du  j      ,    .(dv  j      .    dv 


dw 


ox  dy 


dy 


dy) 


erhält  beim  Fortschreiten  von  z  zu  s-\-dx  bzw.  z  ■{-  idy  =  z  -\- idx 
die  Werte 


,  /du    .    .  dv\  j         j 


(du    ,    .  dv 


Kdy^'^  dy)  ^ ' 


+ 


z+idx 

z 

s+dx 

Nach  der  Voraussetzung  geht 
aber  dw2  aus  d^w^  durch  eine 
Drehung  von  90^  in  positivem 
Sinne  um  den  Punkt  w  hervor. 
Die  Gleichung  dw^=idw^ liefert 
Fig.  8.  gerade  die  Cauchy-Riemann- 

schen Gleichungen. 
Bei  der  Abbildung  unter  b)  würde  den  quadratischen  Feldern 
der  tt'-Ebene  eine  Einteilung  in  Rechtecke  der  ^-Ebene  entsprechen. 

e)  Sämtliche  Schlüsse  der  vorigen  Nummer  werden  hinfällig 

für  diejenigen  Punkte  z^   wo  der  Differentialquotient   t—  gleich 

d  z 

Null  oder  unendlich  wird.  Denn  dann  wäre  das  Abbildungs Ver- 
hältnis 0  bzw.  oo;  von  einer  Ähnlichkeit  zweier  Dreiecke  mit  ver- 
schwindendem oder  unendlich  großem  Seitenverhältnis  zu  reden,  ist 

aber  sinnlos.    Die  Punkte  z^  wo  wegen  3—  =  0  oder  3—  =  00  die 

Konformität  der  Abbildung  nicht  gewahrt  ist,  heißen  singulare 
Punkte.  Funktionen,  in  denen  Singularitäten  vorkommen,  von 
der  Betrachtung  auszuschließen,  ist  nicht  angängig,  da  ja  dann 

schon  so  einfache  Funktionen  wie  ^^,  In  ^,  «  ausgeschieden  wür- 
den, deren  Ableitungen  für  z  =  0  bezüglich  0,  cx),  od  werden.  Im 
Gegenteil  spielen  gerade  die  singulären  Punkte  beim  Studium  der 
analytischen  Funktionen  eine  überaus  wichtige  Rolle,  die  die  Be- 
handlung dieser  Stellen  in  einer  besondern  Nummer  rechtfertigt. 

f)  Wird  durch  die  analytische  Funktion  w  =  f(£)  das  Gebiet  (z) 
in  den  kleinsten  Teilen  ähnlich  auf  das  Gebiet  {w)  abgebildet,  so 
kann  auch  {z)  als  konforme  Abbildung  von  (w)  betrachtet  werden; 
der  Übergang  von  der  «i;-Ebene  zur  ^;-Ebene  wird  durch  die  in- 
verse  Funktion  z  =  (p{w)  von  w  geleistet.     Da  die  Werte  von 
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—  =  f{z)  und  -j—  =  (p'{w)  reziprok  sind,  so  verschwindet  die 

eine  Ableitung,  wo  die  andere  unendlich  wird.  Die  beiden  Glei- 
chungen f{z)  =  0  und  f{z)  =  oo  (oder  (p\w)  =  oo,  (p{w)  =  O) 
liefern  die  singulären  Punkte  für  die  Abbildung  der  ß-  auf  die 
w;-Ebene  oder  umgekehrt,  je  nachdem  man  sie  als  Bestimmungs- 
gleichungen  für  z  oder  iv  auffaßt.  So  ergibt  sich  z.  B.  aus 
/«'-  =  (s  —  a)  {z  —  h)  der  Wert 

.-4*     1/C-W^' 


dw  _        _     _2 

dz  ~  Y(z~—a){z  —  h)  ^  ^ 

Für  die  Abbildung  auf  die  et-Ebene  resp.  ^-Ebene  sind  die  Punkte 
^  =  2  t  z  =  a^  z  =  0  resp.  tv  =  0,  w  =  4:  -„ —  •  /  als  Sin- 
gular anzusehen. 

g)  Bildet  man  den  Bereich  (z)  auf  den  Bereich  (w)  und  diesen 
wieder  auf  den  Bereich  {£)  der  ^-Ebene  konform  ab,  so  ist  zu- 
gleich die  konforme  Abbildung  des  Bereichs  {z)  auf  {t)  gewonnen. 
Des  geometrischen  Gewandes  entkleidet,  lautet  dieser  Satz: 

Ist  t  eine  analytische  Funktion  von  iv  und  w  eine  analytische 
Funktion  von  .r,  so  ist  auch  t  eine  analytische  Funktion  von  z 
oder  kürzer:  Eine  analytische  Funktion  emer  analytischen  Funk- 
tion ist  wieder  eine  analytische  Funktion. 

Wegen  der  Beziehung  7~  ==  T".  '  ^     sind  bei  der  Abbildung 

von  (z)  auf  (<)  die  singulären  Punkte  der  beiden  nacheinander 
ausgeführten  Abbildungen  zu  beachten. 

Drittes  Kapitel. 

Spezielle  Abbildungsaufgabeii. 

5.  Einiges  über  die  Form  und  die  Eigenschaften  der 
abbildenden  Funktionen.  Die  Funktionen  w  von  <?,  die  die  kon- 
forme Abbildung  der  beiden  Ebenen  aufeinander  vermitteln,  sind, 
wie  wir  bereits  gesehen  haben,  analytische  Funktionen,  deren 
allgemeinen  Begriff  Weierstraß  an  ihre  analytische  Darstellung 
durch  Potenzreihen  geknüpft  hat.  Es  wird  nützlich  sein,  hier  an 
einige  grundlegende  Definitionen,  Sätze  und  Vorstellungen  der 
Funktionentheorio  zu  erinnorn. 
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Man  sagt:  eine  Funktion,  die  in  der  Umgebung  des  Punktes 
^  ='  iSq  durch  die  konvergente  Potenzreihe 

(1)    to  =  WQ  +  ai{0-0Q)  +  a^{2-0Qy  + ha„(^-^o)"+--- 

dargestellt  wird,  verhält  sich  an  der  Stelle  z  =  Zq  regulär. 
Die  Funktion  w  —  Wq  wird  an  der  Stelle  2^  =  ^q  Null  von 
der  n^^  Ordnung  oder  besitzt  die  w-fache  Nullstelle  z  =  f^, 

wenn  «j  =  «2  "^  *"  *  "^  ^«-i  ^  Ö5  ^^^^  ^n  ^^'^  -^^^^  verschieden 
ist.  Wenn  w  unendlich  groß  wird  für  z  =  Zq,  ist  eine  Darstellung 
in  der  Form  (l)  nicht  möglich,  wohl  aber  in  einer  Gestalt,  wo 
negative  Potenzen  von  (^z  —  Zq)  auftreten.  Dabei  kann  es  vor- 
kommen, daß  die  Glieder,  die  Potenzen  mit  negativen  Exponenten 
enthalten,  nur  in  endlicher  Anzahl  auftreten: 

Man  sagt  dann,  der  Punkt  z  =  Zq  ist  ein  ünendlichkeitspunkt 
oder  Pol  n^^  Ordnung  der  Funktion  w^  wenn  w  •  {z  —  z^""  für 
lim  z  =  0Q  endlich  und  von  Null  verschieden  ist.  Der  Pol  ist  ein 
außervvesentlich  singulärer  Punkt,  im  Gegensatz  zu  den 
wesentlich  singulären  Punkten,  in  denen  die  Funktion  ein  kompli- 
zierteres oder   unbestimmtes  Verhalten  aufweist,  wie  z.  B.   die 

i_ 
Funktion  e'  für  ^  =  0,  deren  Entwicklung  (2)  nach  links  nicht 
abbricht,  oder  log;S  inr  z  =  0. 

Konvergiert  die  Reihe  (l)  für  einen  Wert  z^  von  z  —  Zq,  dessen 
absoluter  Betrag  \Zi  \=r  ist,  so  konvergiert  die  Reihe  absolut  im 
Innern  des  um  den  Punkt  z  =  Zq  mit  dem  Radius  r  beschriebenen 
Kreises.  Divergiert  die  Reihe  für  z^^  so  gilt  das  gleiche  für  alle 
Punkte  z  außerhalb  des  Kreises  |  ^  —  -s'q  |  =  |  %  |.  Wenn  also  (l) 
eine  konvergente  Potenzreihe  definiert,  so  konvergiert  die  Reihe 
entweder  für  jeden  im  Endlichen  gelegenen  Punkt  z  —  die  Reihe 
stellt  dann  eine  ganze  transzendente  Funktion  dar  —  oder 
das  Konvergenzgebiet  ist  ein  Kreis,  der  die  inneren  Punkte  der 
Konvergenz  von  den  äußeren  der  Divergenz  trennt.  Über  das  Ver- 
halten der  Reihe  auf  dem  Konvergenz  kr  eis  kann  allgemein  aus- 
gesagt werden,  daß  auf  der  Peripherie  mindestens  ein  Punkt  liegen 
muß,  der  für  die  Funktion  als  singulär  zu  betrachten  ist.  Als 
Beispiel  einer  ganzen  transzendenten  Funktion  sei  angeführt: 
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w 


+        + 
^  3!   ^ 


«<;  =   1   +  ^  -f  5^2  _j-  ;g3  _j_ 


(3) 

Die  Reihe 

(4) 

konvergiert  dagegen  nur  im  Innern  des  Einlieitskreises,  d.  h.  für 
I  2;  I  <  1 .  Der  Punkt  z  =  \  ist  singulär.  Eine  analytische  Funk- 
tion verliert  aber  nicht  notwendig  ihre  Bedeutung  jenseits  der 
Grenze  der  Konvergenz  der  sie  definierenden  Reihe.  Vielfach, 
läßt  sich  der  Definitionsbereich  durch  analytische  Fortsetzung 
über  den  Konvergenzkreis  hinaus  erweitem.    Die  Reihe  (4)  stellt, 

solange  sie  konvergiert,   die  Funktion  ^  _^  dar.    Die  Funktion 


w  = hat  in  allen  Punkten  der  ^f-Ebene  einen  wohlbestimmten 

1—z 

Sinn  (außer  für  ^  =  l),  auch  in  den  Punkten  |  ^  |  >  1,  wo  die 
Darstellung  der  Funktion  durch  die  Reihe  (4)  wegen  der  Diver- 
genz versagt.  Die  Entwicklung  (4)  gilt  nur  in  der  Umgebung 
der  Stelle  ^^  =  0.  Die  Funktion  w  aber  gestattet  auch  in  der 
Umgebung  jeder  regulären  Stelle  je;o(5;Q  =4=  l)  ^^^^  "^-ch  Potenzen 
von  (z  —  Zq)  mit  positiven  ganzen  Exponenten  fortschreitende 
Reihenentwicklung : 

1 1 ^      1  1 

1—z^ 


(4a) 


=r^-[^+S+(S:r+(S:)'+-] 


Die  Konvergenz  der  Reihe  ist  an  die  Bedingung      _        <  1  oder 

i  ^  ~  ^0  I  *^  I  1  ~"  ^0  I  gehunden.  Da  aber 
\is  —  Zq\  und  I  1  —  ^^0  M^®  Abstände  (Fig.  9) 
des  Punktes  Zq  von  dem  Punkte  z  bzw.  dem 
singulären  Punkte  1  bedeuten,  so  konver- 
giert die  Reihe  (4  a)  in  einem  Kreise  um 
z  =  Zq,  der  bis  zum  singulären  Punkte 
reicht.  Die  beiden  Konvergenzkreise  (um 
z  =  0  und  z  =  Zq)  haben  ein  Flächenstück 
gemeinsam,  wenn  Zq  nicht  gerade  reell  >  1 
gewählt   wird.    Für    einen  Punkt  z    dieses    Gebietes  ergibt    die 

Reihe  (4a)  denselben  Wert  wie  die  Reihe  (4),  nämlich  ^ZT" 


Fig.  9. 
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Die  an  dem  Beispiel  skizzierten  Gedanken  haben  für  Potenz- 
reihen allgemeine  Bedeutung.  Ist  der  Bogen  AB  (Fig.  10)  des 
Konvergenzkreises  einer  nach  Potenzen  von  (^  —  ^q)  fortschreiten- 
den Potenzreihe  frei  von  Singularitäten,  so  kann  in  der  Um- 
gebung des  Punktes  0^^  der  im  Innern  des  Kreises,  aber  dem  Rande 
AB  hinreichend  nahe  gewählt  wird,  die  durch  die  Reihe  definierte 
Funktion  nach  dem  Taylorschen  Satze  als  eine  Potenzreihe  dar- 
gestellt werden,  die  nach  Potenzen  von  (^z  —  g^)  fortschreitet.    Der 

Konvergenzkreis  reicht  wegen  der  vor- 
ausgesetzten Eigenschaft  der  Funktion 
längs  AB  über  das  erste  Konvergenz- 
gebiet hinaus.  Die  zweite  Reihe  stellt 
in  dem  gemeinsamen  Flächenstück  der 
übereinandergreifenden  Kreise  die  ur- 
sprüngliche Funktion  tv  dar,  in  dem 
außenliegenden  Teil  des  zweiten  nimmt 
sie  Werte  an,  die  nach  Definition  als 
Werte  derselben  Funktion  in  dem 
erweiterten  Gebiet  betrachtet  werden. 
Die  Berechtigung,  die  durch  den  an- 
gegebenen Prozeß  gewonnenen  Funk- 
tionenwerte nicht  als  Werte  einer  neuen, 
sondern  als  Fortsetzung  der  Stamm- 
funktion anzusehen,  liegt  darin,  daß  die  Erweiterung  des  ursprüng- 
lichen Geltungsbereichs  über  den  Rand  hinaus  nur  auf  eine  Art 
vollzogen  werden  kann.  Diese  Aussage  darf  nicht  mißverstanden 
werden.  Es  sei  gelangen,  die  ursprüngliche  Reihenentwicklung,  das 
gegebene  Funktionenelement,  durch  wiederholte  Anwendung 
des  Verfahrens  über  ein  Gebiet  hin  fortzusetzen,  das  in  seinem 
Innern  den  Punkt  c  enthält  (Fig.  10).  Nun  ist  es  vielleicht 
möglich,  durch  ein  verschiedenes  Vorgehen,  auf  anderem  Wege, 
den  Punkt  c  in  den  erweiterten  Geltungsbereich  der  Funktion  w 
zu  bringen.  Dann  können  zwei  Fälle  eintreten:  1.  Die  Potenz- 
reihenentwicklung für  den  Punkt  c  ist  immer  dieselbe,  gleich- 
gültig auf  welchem  Wege  er  erreicht  wird;  oder  2.  die  Potenz- 
reihe fällt  verschieden  aus,  je  nach  der  Art,  wie  man  durch  Fort- 
setzung des  Funktionenelements  zu  dem  Punkte  c  gelangt.  Im 
ersten  Falle  heißt  die  Funktion  eindeutig,  in  letzterem  mehr- 
deutig. Jede  verschiedene,  in  der  Umgebung  desselben  Punktes 
sich     ergebende    Reihenentwicklung    kommt    einem    besonderen 


Fig.  10. 
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Zweige  der  Funktion  zu.  Verfolgt  man  alle  Zweige  nach  allen 
Richtungen  bis  an  die  Grenze,  über  die  eine  Fortsetzung  nicht 
mehr  möglich  ist,  so  hat  man  ein  Bild  von  der  aus  dem  gegebenen 
Funktionenelement  entspringenden  analytischen  Funktion. 

Weitere  Definitionen,  Lehrsätze  und  Möglichkeiten  der  Reihen- 
entwicklung sollen  an  geeigneter  Stelle  gegeben  werden. 

Wie  R i e m  a n n  in  seiner  klassischen  Dissertation,  Grundlagen 
für  eine  allgemeine  Theorie  der  Funktionen  einer  ver- 
änderlichen komplexen  Größe,  Göttingen  1851,  Ges. 
Abhandl.  S.  3 — 43,  haben  wir  in  Nummer  3  die  Funktionen  einer 
komplexen  Variabein  durch  die  Cauchy-Riemannschen  Diffe- 
rentialgleichungen erklärt.  Es  waren  das  gerade  die  Funktionen, 
durch  welche  die  ^-Ebene  konform  auf  die  «f-Ebene  abgebildet 
wird.  Riemann  rühmt  namentlich  im  Hinblick  auf  einen  all- 
gemeinen Abbildungssatz  seiner  Methode  nach,  daß  man  mit  ihrer 
Hilfe  wertvolle  Aussagen  über  die  abbildenden  Funktionen  machen 
kann,  ohne  für  sie  einen  analytischen  Ausdruck  aufstellen  zu 
müssen.  Hierzu  ist  jedoch  dreierlei  zu  bemerken.  1.  Eine  auf 
den  Riemann  sehen  Grundlagen  aufgebaute  Funktionentheorie  fällt 
(im  Wesentlichen)  mit  der  Theorie  zusammen,  die  nach  dem  Vor- 
gange Weierstraß'  die  durch  Potenzreihen  definierten  Funktionen- 
elemente, also  durch  analytischen  Ausdruck  festgelegte  Funktionen 
benutzt.  2.  Bei  einer  strengen  Begründung  der  wertvollsten  Er- 
gebnisse Riemanns  können  analytische  Darstellungen  nicht  ent- 
behrt werden.  3.  Bei  der  Behandlung  spezieller  Aufgaben  kommt 
es  naturgemäß  gerade  auf  die  Bestimmung  des  analytischen  Aus- 
drucks an. 

Da  Riemann  seine  sehr  allgemein  gehaltenen  Darlegungen 
nur  dem  engen  Kreise  seiner  Zuhörer  durch  Beispiele  erläuterte, 
Währtees  eine  Weile,  bis  die  Riemannschen  Ideen  die  Verbreitung 
gewonnen  hatten,  die  ihrer  hohen  Bedeutung  entsprach.  Die  Aus- 
bildung der  Theorie  der  konformen  Abbildung  sowie  ihre  Belegung 
durch  zahlreiche  Beispiele  ist  in  erster  Linie  H.  A.  Schwarz  zu 
danken.  Im  2.  Bande  seiner  gesammelten  Abhandlungen  finden 
sich  mehrere  Arbeiten  vereinigt,  die  speziell  diesem  Gegenstand  ge- 
widmet sind,  und  namentlich  auch  solche,  in  denen  die  fruchtbaren 
Abbildungsmethoden  zur  Begründung  einer  Theorie  des  logarith- 
mischen Potentials  herangezogen  werden.  Im  1.  Bande  des  ge- 
nannten Werkes  steht  dasselbe  Hilfsmittel  im  Dienste  flächentheo- 
retischer Untersuchungen.  Trotz  mehrfacher  ausgezeichneter  Inter- 
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pretationen  der  Schwarzsehen  Arbeiten  hat  die  schwierige  Materie 
nur  in  beschränktem  Umfange  Eingang  in  die  Kreise  derer  gefun- 
den, die  aus  geschickter  Handhabung  der  Methode  praktischen 
Nutzen  ziehen  könnten.  Unser  Weg  soll  daher  nicht  in  die  Tiefe 
führen,  wir  können  hier  auch  nicht  den  reichen  Inhalt  der  erwähnten 
Arbeiten  und  anderer  ausschöpfen.  Wir  wollen  nicht  Schätze 
heben,  sondern  sie  in  Umlauf  setzen. 

6.  Die  lineare  Transformation  (Homographie).    Im  ein- 
fachsten Falle  hängen  w  und  z  linear  voneinander  ab: 

(1)  «'  =  fSI'     «^-^r  +  0. 

Von  den  Konstanten  a,  ^,  7,  J  soll  y  von  Null  verschieden  voraus- 
gesetzt werden,  da  y  =  0  auf  die  schon  erledigte  Ähnlichkeits- 
transformation w  =  az  -^-t  führt.  Die  Ähnlichkeit,  das  sei  hier 
noch  kurz  erwähnt,  folgt  übrigens  für  drei  zusammengehörige 
Wertepaare  {w ,  z\  nämlich  w-^=^az^-^'b^  w.^  =  a ^2 H" ^1  ^^3 "=  ^ ^3  +  ^ ? 
aus  der  Gleichung 

u\  —  w\       z^—z. 


w^  —  w^       z^—z^' 

die  die  beiden  Dreiecke  in  der  z-  und  ^-Ebene  nach  dem  ersten 
Ähnlichkeitssatz  als  ähnlich  erkennen  läßt.  Die  Ähnlichkeits- 
transformation  ist  die  einzige  lineare  Abbildung,  bei  der  sich  die 
unendlich  fernen  Punkte  beider  Ebenen  (^;  =  oo,  w  =  06)  ent- 
sprechen.   Aus  der  allgemeinen  Gleichung  (l)  ersieht  man,  daß 

dem   Punkte  z  =  <x>  der  Punkt  w  =  —  zugeordnet  ist,  während 

w  =  00  das  Bild  von  z  == ist.    Entsprechende  Punkte  sind 

weiter:  der  Nullpunkt  der  ^;-Ebene  und  w  =  sowie  z  =  — ^ 
und  w  =  0. 

Die  allgemeine  lineare  Transformation  (l)  hängt  von  drei  Kon- 
stanten ab,  den  Verhältnissen  ci:ß:y'.8-^  denn  die  Transformation 
bleibt  dieselbe,  wenn  a,  j3,  y,  8  in  demselben  Verhältnis  geändert 
werden.  Die  drei  Konstanten  lassen  sich  eindeutig  aus  den  drei  line- 
aren Gleichungen  bestimmen,  die  man  durch  die  Vorschrift  erhält: 
den  willkürlich  gegebenen  verschiedenen  Punkten  a,  &,  c  der  ;?-Ebene 
sollen  die  ebenfalls  willkürlich  gewählten  Punkte  w  =  A,  B,  C 
entsprechen.  Weil  es,  wie  gesagt,  nur  eine  Transformation  dieser 
Art  gibt,  kann  man  das  Resultat  sofort  in  der  Form 
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(2) 
niedersclireiben. 


w  —  A^  C—A 
w  —  B'C—B 

Denn 


b'  c  —  b 


für  0  =  a  wird  die  rechte  Seite  0,  also  w  =  J., 

,,    Z  =  h      „       „        „  „    oo,     „     w^B, 

it    ^  '^  ^  .    f)       11        11         11      ■*■  ?     11     ^^  =  (>. 

Jeder  durch  a  und  b  gehenden  Linie  entspricht  eine  Linie  durch 
A  und  B.  Es  sei  nun  z  ein  Punkt  auf  dem  Bogen  ach  des  durch 
rf,  b  und  c  gehenden  Kreises,  während  mit 
/  ein  Punkt  des  Ergänzungsbogens  ab  be- 
zeichnet werden  soll.  Der  Peripheriewinkel 
azb   sei   a   (O  <  a  <  tt)    (Fig.  11).    Dann 

wird  das  Argument  von  r gleich  —  a, 

0  —  z 

da  {b  —  2^)  durch  eine  um  z  erfolgende  Dreh- 
ung a.  in  negativem  Sinne  in  die  Richtung  von 

(a  —  z)  gelangt.  Ebenso  ist  arg ,  _    =  —  a, 

so  daß  das  auf  der  rechten  Seite  von  (2)  ^' 

stehende  Doppel  Verhältnis  eine  positive  reelle  Größe  wird.  Analog 
ergibt  sich  der  Wert  dieses  Doppelverhältnisses  für  einen  Punkt  z' 
als  negativ  reelle  Größe,  da  aus  den  Gleichungen 


a 


=  7C  —  a. 


a  —  c 


als  Argument   des  Quotienten   ein  Winkel  von  180°   folgt.    Ist 

umgekehrt  ^ :  ^ reell,  so  müssen  die  Argumente  des  Zählers 

und  Nenners  gleich  sein  oder  sich  um  it  unterscheiden ;  dann  aber 
liegt  z  auf  dem  einen  oder  andern  Bogen  ab  des  Kreises  durch 
«,  6,  c.    Also: 

L  Die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  da- 
für, daß  z  auf  dem  Kreise  durch  a,  b,  c  liegt,  ist  die  Re- 
alität des  Doppelverhältnisses 


r_7  =  (^'  ^'  ^'  ^"^ 


Gleichzeitig  mit  (a^b^z^c)  hat  aber  nach  (2)  auch  das  Doppel- 
verhältnis (^,  By  v\  C)  einen  reellen  Wert,  so  daß  den  Punkten 
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des  Kreises  (a,  &,  c)  demnach  die  Punkte  des  Kreises  {Ä,  B^  C) 
der  w-^hene  entsprechen.     Es  gilt  auch  allgemein  der  Satz: 

IL  Bei  linearer  Transformation  besteht  zwischen  den 
beiden  transformierten  Ebenen  Kreisverwandtschaft  in 
dem  Sinne,  daß  Kreise  der  <s:-Ebene  Kreise  in  der  w-Ebene 
zu  Bildern  haben.  Dabei  sind  die  Geraden  als  Grenzfälle 
mit  zu  den  Kreisen  zu  rechnen. 


Fig.  12. 

Denn  ist  Je  ein  beliebiger  Kreis  in  der  <s-Ebene,  und  sind  a\  b\  c 
drei  beliebige  Punkte  auf  ihm,  so  entsprechen  diesen  die  aus  (2) 
zu  berechnenden  Punkte  Ä^  B\  C'  der  w-Ehene.  Charakterisiert 
man  nun  die  Beziehung  der  beiden  Ebenen  zueinander  durch  die 
Korrespondenz  der  Punkte  a\  h\  c  und  Ä\  B\  C\  so  kann  man 
die  Transformationsgleichung  (2)  durch  die  gleichbedeutende  andere 
ersetzen,  die  sich  aus  (2)  ergibt,  wenn  man  an  Stelle  von  a,  &,  c, 
A^  B^  C  die  gestrichenen  Größen  einführt.  Die  Überlegungen,  die 
den  Satz  I  ergaben,  zeigen  jetzt,  daß  dem  beliebigen  Kreise  h  der 
;2!-Ebene  wieder  ein  Kreis  in  der  «<;- Ebene  entspricht. 

Insbesondere  geht  die  Kreisschar  durch  zwei  feste  Punkte  a 
und  6  (Fig.  12)  in  eine  Schar  von  Kreisen  mit  gemeinsamer  Sehne 
AB  über.    Eine  zweite  Kreisschar  der  Ebene  z  ist  durch 
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z—a 


=  const 


definiert,  da  z  —  a\  und  z  —  b\  die  Entfernungen  des  Punktes 0 
von  den  Grundpunkten  a  und  h  bedeuten,  der  geometrische  Ort 
eines  Punktes  aber,  dessen  Abstands Verhältnis  von  zwei  festen 
Punkten  konstant  ist,  ein  Kreis  ist.    Diesen  Kreisen  sind  die  Kreise 

^ —  ,.    ==  const  zugeordnet. 

IIT.  Die  soeben  betrachteten  Kreisscharen 

(z—  a\  ,  ^      '  z—  a\  , 

arg  I    , )  =  const     und     \     _  ,  I  =  const 

schneiden  sich  rechtwinklig. 

Zum  Beweise  bilden  wir  die  ^--Ebene  auf  die  Ebene  der  kom- 
plexen  Variablen  t  durch  eine  lineare  Funktion  konform  ab,  so 
daß  den  Punkten  a  und  c  die  Punkte  t  =  a,  ^  =  7»  <ieni  Punkte  h 
aber  der  ins  Unendliche  gerückte  Punkt  ß  entspricht: 

((_„):(5,_„)  =  ^:i^. 

Die  erste  Kreisschar  arg  (  _  A  =  const  geht, in  das  Strahlen- 
büschel arg  (t  —  a)  =  const  mit  dem  Mittelpunkt  a  über,  während 
der  zweiten  Schar  das  System  der  um  t  =  a  beschriebenen  kon- 
zentrischen Kreise  \t — a\  =  const  entspricht.  Die  beiden  Kreis- 
scharen der  ^- Ebene  (von  denen  eines  in  eine  Geradenschar  aus- 
geartet ist)  schneiden  sich  rechtwinklig,  folglich  sind  auch  die 
Originale  der  z-Ehene  orthogonale  Kreisscharen.  Natürlich  bilden 
auch  die  beiden  Kreisscharen  der  w-Ebene  als  konfonne  Abbilder 
derjenigen  der  ;^-Ebene  ein  Orthogonalsystem. 

Am  Anfang  der  Nummer  haben  wir  den  Satz  erhalten: 

IV.  Zwei  Kreise  lassen  sich  stets  und  nur  auf  eine  Art 
durch  eine  lineare  Funktion  konform  so  aufeinander  ab- 
bilden, daß  drei  willkürlich  gegebenen  Punkten  der  Pe- 
ripherie des  einen  Kreises  drei  beliebig  vorgeschriebene 
Punkte  auf  dem  andern  Kreise  entsprechen. 

Ihm  stellen  wir  den  weiteren  Satz  an  die  Seite: 

V.  Ein  in  der^r-Ebene  gelegener  Kreis  läßt  sich  stets 
und  nur  auf  eine  Art  auf  einen  in  der  w;-Ebene  gelegenen 
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Kreis  durch  eine  lineare  Funktion  konform  abbilden, 
wenn  dem  beliebigen  Randpunkte  z==a  der  Randpunkt 
iv  =  A  und  dem  beliebig  gegebenen  inneren  Punkte  z  =  Zq 
der  innere  Punkt  w==Wq  entsprechen  soll. 

Bei  jeder  linearen  Transformation  gehen  nämlich  die  durch 
z  =  a  und  Z  =  Zq  gelegten  Kreise  in  Kreise  durch  w  ^=  A  und 
IV  =  Wq  über.  Insbesondere  ist  dem  Kreise  durch  z^=a  und  z  =  z^^ 
der  den  gegebenen  Kreis  rechtwinklig  schneidet  (Fig.  13),  der  zu 
dem  Kreise  der  ^(;- Ebene  gehörige  Orthogonalkreis  durch  w  =  A 
und   IV  = 


Fig.  13. 


zugeordnet.  Da  sich  auch  die  beiden  gegebenen 
Kreise  entsprechen  sollen,  sind  auch  die  zweiten  Schnittpunkte 
Z  =  h  und  IV  =  B  jedes  Kreises  und  seines 
Orthogonalkreises  entsprechende  Punkte. 
Durch  die  Punktetripel  a,  Z>,  Zq  und  J.,  jB, 
Wq  ist  nach  dem  vorigen  Satz  eindeutig 
eine  lineare  Funktion  bestimmt,  und  die 
durch  sie  vermittelte  Abbildung  erfüllt 
alle  Forderungen  des  Satzes  V.  Die 
Punkte  h  und  B  können  durch  Zeichnung 
oder  Rechnung  bestimmt  werden  Übrigens 
dürfen  in  der  Aussage  des  Satzes  V  an 
Stelle  der  beiden  inneren  Punkte  zwei 
äußere  oder  ein  innerer  und  ein  äußerer 
Punkt  treten. 

Richten  wir  nun  unser  Augenmerk  auf  entsprechende  Flächen- 
stücke der  z-  und  w;- Ebene.  Im  Beweise  des  Satzes  V  ist  ein  Kreis 
(ahz^  benutzt  worden.  Dieser  Kreis  wird  von  dem  gegebenen 
Kreise  (^z)  und  allen  anderen  Kreisen  einer  durch  ihn  bestimmten 
Schar  senkrecht  geschnitten.  Zu  der  Schar  gehört  der  unendlich 
Meine,  sich  auf  den  Punkt  z^  zusammenziehende  Kreis.  Läßt  man, 
mit  diesem  kleinsten  beginnend,  den  Kreis  immer  größer  werden 
und  alle  Ki-eise  der  Schar  durchlaufen,  bis  der  Kreis  durch  a  geht 
und  mit  dem  gegebenen  zusammenfällt,  so  wird  das  ganze  Innere 
des  Kreises  {z)  überstrichen.  Wegen  der  Stetigkeit  der  Abbildung 
erfüllt  die  Gesamtheit  aller  Bildkreise  der  w- Ebene  dann  gerade 
•das  ganze  Innere  des  gegebenen  Kreises  {w).  Die  Änderung  geht 
dabei  so  vor  sich,  daß  alle  Kreise  der  den  Kreis  {ABiv^  recht- 
winklig schneidenden  Schar  von  dem  unendlich  kleinen,  mit  Wq 
identischen  Kreise  an  bis  zu  dem  Kreise  {w)  durchlaufen  werden. 
Bei  der  Abbildung,  die  die  Bedingungen  des  Satzes  V  liefern,  wird 
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daher  das  Innere  des  Kreises  (z)  auf  das  Innere  des  Kreises  {iv) 
konform  abgebildet.  Gleichzeitig  werden  auch,  wie  man  bei  wei- 
terem Wachsen  der  Kreise  der  Schar  bis  ins  Unendliche  erkennt, 
die  Außenflächen  aufeinander  bezogen.  (Hätte  man  Wq  als  äußeren, 
Zq  als  inneren  Punkt  eingeführt,  so  würden  sich  das  Innere  des 
einen  und  das  Äußere  des  andern  Kreises  entsprechen.) 

Auf  einen  Punkt  von  fundamentaler  Bedeutung  wollen  wir 
noch  im  Anschluß  an  die  im  Satze  IV  enthaltene  Abbildung  hin- 
weisen. Durchläuft  man  den  Kreis  («,  5,  c)  im  Sinne  des  Uhr- 
zeigers, so  bleibt  das  Innere  des  Kreises  zur  Rechten,  das  Äußere 
zur  Linken.  Man  sagt,  ein  von  einer  Randlinie  begrenztes  Flächen- 
stück werde  im  mathematisch  positiven  Sinne  umlaufen, 
wenn  bei  der  Fortbewegung  längs  des  Randes  das  Innere  des 
Gebiets  links  bleibt.  Ein  Umlauf  um  einen  Kreis  im  Uhrzeiger- 
sinne ist  also  für  das  Äußere  des  Kreises  positiv,  für  das  Innere 
negativ.  Wir  wollen  die  Abbildung  des  Innern  des  Kreises  (a,  6,  c) 
oder  {z)  verfolgen  und  denken  uns  zu  dem  Zweck  die  Bezeichnung 
der  Randpunkte  so  gewählt,  daß  der  durch  (abca)  bezeichnete 
Umlaufssinn  positiv  ist.  Durch  die  Abbildung  des  Satzes  IV  wird 
nun  das  Innere  des  Kreises  {z)  derjenigen  Fläche  der  iv-Ehene  zu- 
geordnet, für  die  der  Umlaufssinn  (ÄBGÄ)  ebenfalls  positiv  ist, 
also  auf  das  Innere  des  Kreises  (w),  wenn  die  Punkte  j.,  5,  C  in 
demselben  Sinne  aufeinanderfolgen  wie  die  Punkte  a^h^c  (ent- 
gegengesetzt dem  Uhrzeiger),  auf  das  Äußere,  wenn  der  Dreh- 
sinn {AyB^  C)  nicht  mit  (a,  6,  c)  übereinstimmt.  Die  Richtig- 
keit der  Behauptung  ist  leicht  einzusehen,  nachdem  schon  erkannt 
worden  ist,  daß  das  Innere  des  Kreises  (z)  bei  der  linearen  Ab- 
bildung entweder  dem  Innern  oder  dem  Äußern  des  Kreises  (tv) 
entspricht.  Beim  Umkreisen  des  Gebietes  (z)  in  positivem  Sinne 
ftihrt  nämlich  ein  Abbiegen  nach  links  um  90°  sicher  in  das  Innere 
des  abzubildenden  Gebietes.  Einer  solchen  Drehung  aber  ent- 
spricht wegen  der  Konformität  der  Abbildung  in  der  «r-Ebene  eben- 
falls ein  Abschwenken  nach  links  um  denselben  Winkel,  und  da- 
durch ist  das  „Innere"  des  abgebildeten  Gebietes  als  links  von  der 
Randlinie  liegend  nachgewiesen. 

Von  den  „Kreisgebieten"  heben  wir  zwei  als  besonders  be- 
merkenswert hervor:  den  Einheitskreis  mit  dem  Mittelpunkt  z  =  0 
und  dem  Radius  1  und  die  Halbebene,  deren  geradlinige  Begrenzung 
als  Kreis  mit  unendlich  großem  Radius  angesehen  werden  kann. 
Der  Satz  IV  liefert  die  Abbildung  eines  Kreises  auf  eine  Halb- 

Lewsnt:   Konforme  Abbildung.  3 
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ebene,  wenn  Ä,  B  und  C  in  gerader  Linie  angenommen  werden, 
und  umgekehrt  die  Abbildung  einer  Halbebene  auf  einen  Kreis, 
wenn  a,  h  und  c  in  einer  Geraden  liegen.  Fällt  die  Begrenzung 
der  Halbebene  mit  der  Achse  des  Reellen  zusammen,  so  spricht 
man  von  der  positiven  oder  negativen,  auch  oberen  oder 
unteren  Halbebene,  je  nachdem  die  Punkte  im  Innern  der 
Halbebene  einen  positiv  oder  negativ  imaginären  Bestandteil  be- 
sitzen. 

Soll  der  Einheitskreis  so  auf  die  positive  Halbebene  abgebildet 
werden,  daß  seinen  Randpunkten  ;S  =  1,  i,  —  1  die  (im  gleichen 
Sinne  aufeinander  folgenden)  Punkte  m?  =  0,  1,  oc  entsprechen, 
so  erhält  man: 


tv  =  i 


.  1  —  z        ,  14-tw 

— -j —     oder     g  =      '    . 
1  -\-  Z  1  —  tlü 


Die  Punkte  g=  ^  i  und  w  =  —  1  gehören  hiernach  zusammen, 
und  man  erkennt,  daß  der  innere  Punkt  ;S  ==  0  in  den  inner- 
halb der  positiven  Halbebene  gelegenen  Punkt  w  =  -{-  i  trans- 
formiert wird.  Allgemein  ergibt  sich  als  Bild  des  inneren  Punktes 
g==re'P'(r<  1): 

.    1  —  re^*       .    1 — rcosqp  —  «rsinop 
\j-YßH>^  1 -f- **  cos  qp -)- ir  sm  qp 

(1  —  r  cos  qp  —  ir  sin  qp)  (1  -f-  ^  cos  qp  —  ir  sin  qp) 


=  * 


(1  -|-  r  cos  qp)'  -f~  *"'  "^i^*  ^ 


.    (1 — V')  —  2i>8inqp 2rsinqp  1 — r' 

1 -|- 2  rcosqp -j- r*        1 -|- 2  r  cos  qp -f  r*  1 -}-2r  cos  qp -|- r'* 

also  in  der  Tat  ein  Wert,  der  für  r  <  1  einen  positiv  imagi- 
nären Bestandteil  enthält.  Für  die  Punkte  der  Peripherie  r  =  1 
wird  w  natürlich  reell: 

2  sin  qp  o  i.     <P 

"'  =  2(H^^)  =  2tgy 

Auch  hieraus  ersieht  man,  daß  der  obere  Halbkreis  (O  ^  qp  <  tt) 
auf  den  positiven  Teil  der  Achse  des  Reellen  abgebildet  wird,  da- 
gegen der  untere  Halbkreis  mit  tt  ^  qp  <  2  tt  auf  die  Achse  der 
negativ  reellen  iv. 

Sollen  Einheitskreis  und  positive  Halbebene  so  aufeinander 
abgebildet  werden,  daß 

;e  =  1 ,  i,  — ■  1  in  «f'  =  —  1 ,  0,  1 
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übergehen,  so  erhält  man  die  involutorische  Abbildung 


w  =  —  i 


z  =  —  i 


z  -\-i^  w  -f-  ^  ' 

involutorisch,  weil  w  dieselbe  Funktion  von  z  ist  wie  z  von  w,  oder 
besser,  weil  die  Beziehung 

tüz  -f  iw  -}-  iz  -{-  1  =  0 

in  bezug  auf  z  und  w  symmetrisch  ist. 

Für  die  durch  die  allgemeine  gebrochene  lineare  Funktion 
vermittelte  Abbildung  wird  manchmal  der  Name  Transformation 
mittelst  reziproker  Radien  gebraucht.  Die  Benennung  hat 
folgenden  Grund.  Von  der  allgemein- 
sten  Beziehung 

(3)  ,/=^t^ 

oder  der  damit  identischen 
_  /  '_  *^\       y       ^ 

r         yjad-ßy 


^'  + 


gehe  man    durch    eine   Ähnlichkeits- 
transformation der  «<;'- Ebene  nach  der  Gleichung: 


Fig.  14. 


\  y)     ad--ßy 


w 


und  durch  die  Parallel  Verschiebung  z  =  z  -\ zu  der  einfacher 

zu  behandelnden  Gleichung 

1 

w  =  — 
z 

über.  Hiernach  entspricht  dem  Punkte  z  =  r  -  e^*  (Fig.  14)  der 
Punkt  IC  =  --'  e~f*^  zu  dem  man  durch  zwei  nacheinander  ausge- 
führte Konstruktionen  gelangt :  1 )  durch  Spiegelung  des  Punktes  z 
am  Einheitskreis  (Inversion),  d.  h.  Bestimmung  desjenigen  Punktes 

—  e^*^  der  mit  z  =  re^*  auf  demselben  Radius  liegt,  dessen  Ent- 
fernung vop  0  aber  -     ist,  und  2)  durch  Umleguug  der  Win- 
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kel  (oder  Spiegelung  des  durch  1)  gewonnenen  Punktes  an  der 

Achse  des    Reellen),    d.  i.   Übergang    vom   Punkte    —  e  +  9'»    zu 

—  e~^*.     In    der    Geometrie    und    in    Thomsons    Theorie    der 
r 

„elektrischen   Bilder"    heißt   die   erste    Operation   für  sich 

Transformation  mittels  reziproker  Radien. 

In    der    allgemeinen    Transformation    (3)    wird    der    Punkt 

/= ,    der  ins   Unendliche  rückt,   der  Mittelpunkt   oder 

Pol  der  Transformation  genannt.    Alle  durch  ihn  gehenden 
Kreise  gehen  bei  der  Abbildung  in  Gerade  über. 


Fig.  15. 

7.  Der  Übergang  zur  Kugel  durch  stereographisohe 
Projektion.  Bei  dieser  schon  am  Schluß  des  I.  Kapitels  kurz  er- 
wähnten Projektion  werden  die  Punkte  s=  x  -{-  iy  der  ^e-Ebene 
und  die  Punkte  (|,  i^,  ^)  der  Kugel  eindeutig  aufeinander  bezogen. 
Den  Südpol  der  Kugel  —  um  in  dem  früher  gebrauchten  Bilde 
zu  bleiben  —  legen  wir  in  den  Nullpunkt  0  der  je-Ebene,  und 
den  Durchmesser  wählen  wir  zur  Längeneinheit  (Fig.  15).  Der 
vom  Nordpol  0'  ausgehende  Strahl  nach  dem  Punkte  F^  z  trifft 
die  Kugel  in  dem  (von  0'  verschiedenen)  Punkte  77=  (|,  -»;,  ^), 
der  als  stereographische  Projektion  von  z  angesehen  wird.  Den 
größten  Kreisen  durch  0\  den  Meridianen  ?; :  ^  =  et,  entsprechen  die 
Strahlen  yix^ct  durch  0,  nämUch  die  Schnittlinien  der  Meridian- 
ebenen mit  der  ^;-Ebene.  Es  gilt  also  die  Gleichung  7}  :  ^  =  y  :  x 
oder 

(1)  ^  =  AiC,     rj^ky 

mit  dem  noch  unbestimmten  Faktor  A .  Den  Breitenkreisen  ^  =  const 
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entsprechen  die  konzentrischen  Kreise  mit  dem  Mittelpunkt  0 

r  =  Yx^  +  y^  =  const, 
und  zwar  folgt  aus  ähnlichen  Dreiecken: 

oder,  da  noch  (|,  t^,  ^)  als  Koordinaten  eines  Kugelpunktes  der 
Gleichung 

f  +  v'^-Üi-i) 

genügen: 

(2)  ^2+^2„,2__X_. 

Aus  (l)  und  (2)  ergibt  sich  A  =         , ,  also  schließlich: 

(3)  ^  =  i4-r    J'  =  r^-f- 

Umgekehi't  berechnen  sich  die  Koordinaten  des  Kugelpunktes  aus 
denen  des  Punktes  z  nach  (2)  und  (3): 

X  y 


(3a)  ^-i_|_>.»    n-^j^^t^    ^-l^T,:»- 

Die  erste  wichtige  Eigenschaft  der  Abbildung  sprechen  wir 
aus  in 

Satz  I:  Die  durch  stereographische  Projektion  aufein- 
ander bezogenen  Flächen,  Kugel  und  Ebene,  sind  kreis- 
verwandt. 

Denn  ein  Kreis  der  Kugel  ist  der  Schnitt  der  Kugeltläche  mit 
einer  Ebene 

Den  au  diese  Bedingung  geknüpften  Kugelpunkten  entspricht 
nach  (3a)  der  Kreis: 

(c  +  d){x^  -f  /)  4-  aa;  4-  02/  +  t«  =»  0. 

Da  bei  passender  Wahl  der  Konstanten  diese  Gleichung  jeden 
Kreis  der  -e-Ebene  darzustellen  fähig  ist,  ist  Satz  I  bewiesen. 

Satz  II:  Die  stereographische  Projektion  ist  eine 
konforme  Abbildung. 

Wir  haben  zu  beweisen,  daß  bei  der  stcreographischen  Pro- 
jektion zweier  beliebigen  durch  den  Punkt  U  gehenden  sphärischen 
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Kurven  der  Schnittwinkel  erhalten  bleibt.  Es  genügt  dabei,  den 
Beweis  für  solche  Winkel  zu  führen,  deren  einer  Schenkel  der 
Meridian  durch  11  ist;  denn  jeder  Winkel  kann  als  Summe  oder 
Differenz  zweier  Winkel  dieser  besonderen  Art  angesehen  werden. 
Wir  nehmen  beim  Beweis  auf  die  in  Kavalierperspektive  ge- 
zeichnete Fig.  15  Bezug,  wo  die  Ebene  des  einen  Schenkels, 
des  Meridians,  Frontebene  ist.  Die  Tangenten  UT  und  TIS  an  die 
sphärischen  Kurven  schließen  den  abzubildenden  Winkel  ein.  Sie 
liegen  in  der  zum  Meridian  senkrechten  Tangentialebene  TI^1\ 
TIT  auch  in  der  Frontebene.  Die  Projektion  des  Winkels  TIIS 
auf  die  ^-Ebene  ist  <^  TPS,  wenn  P  das  Bild  von  77  ist.  Nun 
ist  aber  A  STP  die  um  die  ST  ausgeführte  Umklappung  des 
Dreiecks  STH  in  die  ^-Ebene.  Denn  ST  steht  auf  HT  und  PT 
senkrecht,  und  11 T  ist  gleich  PT,  weil  die  Winkel  bei  11  und  P 
im  Dreieck  TUP  sich  mit  Hilfe  der  in  die  Figur  eingetragenen 
Bezeichnungen  leicht  als  gleich  erkennen  lassen.  Folglich  ist 
<^  TIIS  =  <^  TPS,  und  somit  ist  auch  Satz  II  bewiesen. 

Die  stereographische  Projektion  liefert  ein  Bild  der  Erdkugel, 
das  die  wertvollen  in  Nr.  3  hervorgehobenen  Eigenschaften  besitzt. 
Allerdings  wachsen  die  Bilder  der  Parallelkreise  hoher  nördlicher 
Breite  mit  weiterer  Annäherung  an  den  Pol  0'  sehr  rasch  an, 
und  dem  Nordpol  selbst  entspricht  kein  eigentlicher  Punkt  der 
z-ISihene.  Wir  ordnen  ihm  den  unendlich  fernen  Punkt  der  ^f-Ebenc 
zu.  Erst  durch  diese  Festsetzung  ist  der  frühere  Ausspruch  des 
gegenseitig  eindeutigen  Entsprechens  aller  Punkte  der  Kugel 
und  der  Ebene  gerechtfertigt.  Bei  dieser  Auffassung  ist  der  Punkt 
0  =  oo  auf  der  Kugel  vor  den  andern  Punkten  nicht  mehr  aus- 
gezeichnet; er  ist  wie  alle  andern  ein  innerer  Punkt  der  Ebene, 
und  die  Ebene  (z)  erscheint  als  eine  geschlossene  Fläche,  d.  h. 
als  eine  Fläche  ohne  Rand,  wie  die  Kugel.  Schließt  man  das 
unendlich  ferne  Gebiet  dadurch  aus,  daß  man  0'  durch  einen  be- 
liebig kleinen  Kreis  abschneidet  (daß  man  die  Kugel  in  0'  durch- 
sticht), so  ist  eben  dieser  Kreis  als  Rand  der  übrigbleibenden 
Kalotte  anzusehen,  und  dieser  letzteren  entspricht  in  der  Projektions- 
ebene ein  von  einem  sehi*  großen  Kreis  berandetes  ;j;-Gebiet. 

Außer  der  Bedeutung  für  die  Kartographie  und  außer  der 
eben  vorgetragenen  prinzipiell  wichtigen  Anschauung  von  der 
Gleichwertigkeit  der  Ebene  und  Kugel  in  bezug  auf  die  geome- 
trische Darstellung  der  komplexen  Größen  bietet  der  Übergang 
zur  Kugel  oft  wegen  der  einfachen  Deutung  der  Beziehungen  be- 
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sondere  Vorteile.  Als  einfaches  Beispiel  verfolgen  wir  die 
Transformation  der  vorigen  Nummer  iv  =  y  bei  der  stereogra- 
phischen Projektion  (Fig.  16).  Der  Punkt  (|,i;,  ^)  hat  nach  (3a) 
die  Horizontalprojektion  |  -f  it?  =  1  4- r^  *  ^®^^*  ^^^^  x  -\-  iy  m 
1  ,0.00.1,1 


— r-^- ,  also  x^  4-y^  =  r^  in  —. 
x-\-ty^  '  ^  r' 


und  :,-x"  2  ^°  rX"  «  ^^^^^*'  ^°  ^®^" 


wandelt  sich  |  +  *»/  in  die  Grund- 
rißprojektion des  transformierten 
Kugelpunktes : 


F-fr* 


^  —  iy      > 

Das  bedeutet  aber,  daß  die  Punkte 
(^,  rj,  t)  und  (^',  r)\  ^  entgegen- 
gesetzt gleiche  geographische  Länge 
besitzen,  falls  der  Nullmeridian 
durch  die  positive  Hälfte  der  Achse 
des  Reellen   geht.    Die   durch  die 

Höhe    ?==y_r    8    gemessene    geo- 

<;raphische  Breite  ändert  sich  ent- 
sprechend   der    neuen    Höhe    ab: 

^  =  --,     ,  •     Die    beiden    Punkte 
1  -|-  r' 

(^,t;,^)    und     (^',  r/,  ^')    haben 

demnach      auch      entgegengesetzt 

gleiche   Breite.   Denn   zufolge   der 

Beziehung  \(^-\-^')=i  liegt  der  eine  Punkt  ebenso  hoch  über 

dem  Äquator  ^  =  g  wie  der  andere  darunter.  Beide  Änderungen, 

der  Breite  (p  in  —  (p  und  der  Länge  A  in  —  X,  werden  aber  erzielt, 

wenn  man  die  Kugel  so  dreht,  daß  der  Nordpol  an  die  Stelle  des 

Südpols  kommt  und  der  Nullmeridian  nach  der  Drehung  mit  sich 

selbst  zur  Deckung  gelangt.  Mithin  können  wir  sagen: 

Satz  III.  Die  Transformation  durch  reziproke  Radien 

w  =  —  bedeutet  für  die  stereographischeProjektion  eine 

z 

halbe  Umdrehung  der  Kugel  um  den  zur  reellen  Achse 
der  <s-Ebene  parallelen  Durchmesser. 


Fig.  16. 
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In  der  Figur  ist  die  Drehachse  durch  stärkeren  Strich  her- 
vorgehoben. 

8.  Anwendungen  der  Transformation  mittels  reziproker 
Radien,  a)  Abbildung  eines  speziellen  Kreisbogendrei- 
ecks auf  ein  geradlinig  begrenztes  Dreieck. 

Ein  Kreisbogendreieck  werde  von  drei  Kreisen  begrenzt,  die  sich 
in  einem  Punkte  a  schneiden.  Ein  Blick  in  die  Fig.  17  lehrt,  daß 
die  Summe  der  Dreieckswinkel  a  -\-  ß  -\-  y  =  %  ist.  Macht  man  a 
zum  Mittelpunkt  einer  Transformation  mittels  reziproker  Radien, 

(1)  w^h    '-'' 


Fig.  17. 


so  gehen  alle  drei  Kreise  in  gerade  Linien,  das  Bogendreieck  in 
ein  geradliniges  Dreieck  mit  den  Winkeln  a,  /3,  y  über.  Es  ent- 
sprechen sich  Inneres  und  Inneres  (auch  Äußeres  und  Äußeres) 
der  beiden  Dreiecke,  weil  einem  positiven  Umlauf  um  das  Innere 
des  Dreiecks  in  der  ^s- Ebene  ein  positiver  Umlauf  um  das  Innere 
des  andern  in  der  tv  -  Ebene  entspricht.  Die  willkürlichen  Kon- 
stanten Ä,  b  gestatten  noch  eine  freie  Verfügung  über  Größe  und 
Lage  des  Dreiecks  in  der  w-'Eibene. 

Sind  a  und  h  die  Schnittpunkte  zweier  Kreise,  so  wird  durch  die 
Funktion  (l)  das  Kreisbogenzweieck  (die  Sichel)  mit  dem 
Winkel  y  auf  die  Fläche  eines  gleichgroßen  Winkels  mit  geraden 
Schenkeln  konform  abgebildet.  Der  Scheitelpunkt  liegt  in  tv  =  0 
(.  =  6). 


8.  Anwendungen  der  Transformation  mittels  reziproker  Radien.     35 


b)  Kreisbogenzweieck  mit  Spitze. 

Die  Schar  der  durch  a  und  h  gehenden  Kreise  der  ^-Ebene 
geht  bei  linearer  Abbildung  in  Kreise  durch  die  festen  Punkte 
w  ==  A  und  IV  ^=  B  über.  Rücken  a  und  h  allmählich  zusammen, 
so  nähern  sich  auch  A  und  B  einander  unbegrenzt.  Die  Kreise 
der  Schar  berühren  sich  dann  alle  gegenseitig  im  Punkte  z  =  a=»h 
bzw.  IV  =  A  =  B.  Ist  z  =  a  der  Transformationsmittelpunkt, 
so  geht  das  Büschel  in  der  tv-Ehene-  in  eine  Schar  paralleler  Ge- 
raden über,  nämlich  in  Gerade,  die  sich  nicht  schneiden  und  sich 
im  Unendlichen  berühren.  Das  von  zwei  sich  berührenden  Kreisen 
umschlossene  Gebiet  wird  daher  durch  die  Funktion  (l),  wo  h 
wieder  eine  beliebige  (von  a  verschiedene)  Konstante  bedeutet, 
auf  einen  Parallelstreifen,  ein  von  zwei  parallelen  Geraden 
begrenztes  Stück  der  w^-Ebene,  abgebildet  (Fig.  18).  Nach  Satz  IV 
der  Nr.  6  kann  man 
dabei  noch  willkürlich 
den  Randpunkten  a^, 
ag  die  Punkte  A^,  A^ 
oder  nach  Satz  V  dem 
inneren  Punkte  Zq  des 
Zweiecks  einen  beliebig 
gewählten  (inneren) 
Punkt  der  w;- Ebene, 
etwa  w;  =  m;^,  zuord- 
nen. Drittens  können  *^* 
auch  die  Konstanten  h  und  h  aus  Vorschriften  über  Lage  uüd 
Breite  des  Streifens  bestimmt  werden. 

Wenn  die  Randpunkte  a^,  a^  nicht  auf  demselben  Kreise  ge- 
wählt werden,  ist  durch  (aa^aa^  der  Umlaufssinn  nicht  bestimmt. 
Möglicherweise  findet  daher  die  Abbildung  auf  das  in  der  Figur 
nicht  schraffierte  Gebiet  der  ?f-Ebene  statt.  Die  Entscheidung 
erfolgt  durch  einen  weiteren  Punkt  des  Randes.  Eine  ähnliche 
Bemerkung  gilt  für  die  beiden  andern  Fälle. 

c)  Abbildung  eines  exzentrischen  Kreisringes  auf 
einen  konzentrischen. 

In  der  ^^-Ebene  seien  m^  und  m^  die  Mittelpunkte  der  exzen- 
trischen Kreise,  r^^  r,  seien  die  Radien,  und  der  Kreis  (m,,  r,) 
umschließe  den  Kreis  (mj,  Tj).  (Die  Betrachtungen  ändern  sich 
nicht  wesentlich,  wenn  ein  Kreis  ganz  außerhalb  des  andern  liegt). 
Die  beiden  Kreise  (Fig.  19)  bestimmen  zwei  Kreisscharen:  1.  die 
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Schar  der  Kreise,  die  die  gegebenen  rechtwinklig  schneiden;  sie 
gehen  sämtlich  durch  die  Punkte  a  und  ft,  in  denen  irgend  einer 
von  ihnen  die  Zentrale  m^m^  trifft;  2,  die  Schar  von  Kreisen,  die 
zu  den  unter  1.  genannten  orthogonal  sind;  zu  ihnen  gehören  die 
Kreise  (*%,  r^)  und  (mg,  r^.  Die  Transformation  (l)  verwandelt 
die  erste  Schar  in  ein  Strahlenbüschel,  das  von  iv  =  0  ausläuft. 
Die  gegebenen  Kreise  werden  zu  zwei  orthogonalen  Trajektorien 
des  Büschels,  d.  h.  zu  zwei  konzentrischen  Kreisen,  und  das  ge- 
gebene Ringgebiet  wird  auf  das  Innere  des  konzentrischen  Kreis- 
ringes der  ^«;-Ebene  konform  abgebildet.  Die  verfügbare  Konstante 
läßt  unendlich  viele  Abbildungen  dieser  Art  zu,  aber  alle  Kreis- 
a-inge,  die  verschiedenen  Werten  h  entsprechen,  sind  ähnlich,  so 
daß  das  Verhältnis  B^  :  B^  der  Kreisradien  sich  nicht  ändert. 
Auch  hier  entspricht  dem  Punkte  z  =  h  der  Punkt  w  =  0. 


Fig.  19. 

d)  Ein  Schließungsproblem. 

Dem  unter  c)  betrachteten  Kreisring  soll  eine  Reihe  von 
Kreisen  so  einbeschrieben  werden,  daß  jeder  dieser  Kreise  den 
vorhergehenden  und  den  folgenden  und  daß  der  w*®  Kreis  den 
ersten  berührt,  der  («  -f  l)*®  also  mit  dem  ersten  usw.  zusammenfällt. 

Bei  der  Abbildung  unter  c)  würde  der  geschlossene  Zug  von 
Kreisen  einem  ebensolchen  mit  lauter  gleichen  Elementen  ent- 
sprechen. Umgekehrt  geht  aber  diese  Figur,  die  als  Durchschnitt 
eines  schematisch  gezeichneten  Kugellagers  mit  n  Kugeln  auf- 
gefaßt werden  kann,  durch  Rücktransformation  in  die  verlangte 
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Figur  der  ^;-Ebene  über.  Die  notwendige  und  hinreichende  Be- 
dingung für  die  Lösbarkeit  der  Aufgabe  ist  daher 

TT  XVj  —  JBj 

^^^  li  ^  R,  +  E, ' 

oder  das  durch  die  Abbildung  völlig  bestimmte  Radienverhältnis 
muß  sein: 

1  -f  sin  -- 
i?i  _       '  n 

Mm  .  .  Tt 

'         1  —  Bin  — 
n 

Dabei  ist,  dem  in  der  Figur  angedeuteten  Uralaufssinn  entsprechend, 
i?j  >  E^  angenommen.  Ist  diese  Bedingung  erfüllt,  so  ist  die 
Lage  des  ersten  einbeschriebenen  Kreises  im  Ringgebiet  (^iv)  noch 
beliebig.  Dem  beliebig  gewählten  Kreise  entspricht  aber  in  der 
;2-Ebene  wieder  ein  beliebiger  eingeschriebener  Kreis.  Die  Auf- 
gabe hat  also  entweder  keine  Lösung  oder  unendlich  viele.  In 
letzterem  Fall  kann  mit  jedem  eingeschriebenen  Kreise  begonnen 
werden,  der  Zug  schließt  sich  stets.  Die  Berührungspunkte  P,  Q 
eines  dem  konzentrischen  Ring  eingeschriebenen  Kreises  liegen 
auf  dem  Radius  MPQ.  Die  entsprechenden  Berührungspunkte 
j),  q  des  exzentrischen  Ringes  sind  daher  die  Schnittpunkte  der 
gegebenen  Kreise  mit  dem  Orthogonalkreise,  der  der  Geraden 
MPQ  entspricht.  Die  Konstruktion  des  Mittelpunktes  eines  der 
Kreise  in  der  ^-Ebene  ist  hiennit  gegeben. 

e)  Bestimmung  der  linearen  Substitutionen,  deren 
n**  Potenz  die  identische  Substitution  ist. 

Wie  schon  mehrfach  denken  wir  uns  über  der  Ebene  der 
komplexen  Variabein  Zq  die  Ebene  einer  andern  Größe  z^  aus- 
gebreitet, so  daß  übereinanderliegenden  Punkten  dieselbe  komplexe 
Zahl  zukommt. 

Bei  jeder  linearen  Transformation 

gibt  es  zwei  Punkte,  die  in  sich  selbst  übergehen.  Diese  Fix- 
punkte  der  Transformation,  a  und  6,  sind  aus  der  quadra- 
tischen Gleichung 

oder 


(^)  ^-Ci) 
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(2a)  yz^—  {a  —  6)z  —  ß~y(g-  a)(z  -  ft)  =  0 

zu  berechnen.    Verschwindet  die  Diskriminante: 

(a  -  6y  +  4.ßy  =  0, 

so  fallen  a  und  b  zusammen.  Wir  nehmen  die  Fixpunkte  als  yon- 
einander  Verschieden  an. 

Der  Übergang  von  ^^  zu  z^  wird  durch  die  lineare  Substi- 
tution (2)  oder  symbolisch 

ß' 
Y 

vollzogen..  Wen^det  man  dieselbe  Substitution  auf  die  transfor- 
mierten Punkte  z^  an,  so  gehen  sie  über  in 

Ersetzt  man  z^  nach  (l)  durch  Zq,  so  wird  z^  eine  lineare  ge- 
brochene Funktion  von  Zq.  Es  geht  auch  z^  durch  lineare  Sub- 
stitution aus  Zi  hervor.  Da  zweimalige  Anwendung  der  Sub- 
stitution S  diese  Wirkung  bedingt,  schreibt  man  sie  in  der  Form 

Die  Bedeutung  der  /c-mal  iterierten  Substitution  sowie  das 
Symbol  S^  ist  hiernach  ohne  weiteres  klar.  Als  identische  oder 
Einheitssubstitution  wird 

bezeichnet,  weil  bei  ihrer  Anwendung  z^  =  Ä"~^^f~  =  ^o  ^^^j  ^^^^ 
jede  Größe  unverändert  bleibt.  " 

Wir  fragen  nun  nach  denjenigen  Substitutionen  (3),  deren  n- 
malige  Wiederholung  (deren  w*®  Potenz)  die  identische  Substitu- 
tion ist: 

(4)  s»=("n^»)  =  i;. 

Durch  sie  erlangen  alle  Punkte  der  Ebene  Zq  ihre  ursprüngliche 
Lage  wieder,  nachdem  sie  durch  die  Substitutionen  S,  S^,  . .  .S^~^ 
die  Zwischenlagen  z^^  z^^  •••  z.^_i  angenommen  haben. 

Die  Substitution  (3)  führt  Kreise  der  2:0- Ebene  in  Kreise  der 
z^-'Ehene  über,  diese  durch  nochmalige  Anwendung  in  Kreise  der 
iPg -Ebene  usf.  Wir  betrachten  speziell  die  Kreise  der  Ebene  Zq^ 
die  durch  die  Fixpunkte  a  und  b  gehen.   Bei  Wiederholungen  der 
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Substitution  S  bleiben  a  und  b  immer  unverändert:  a  und  b  sind 
auch  Fixpunkte  der  Transformationen  Ä^,  iS^,  •  •  • ,  Den  Kreisen 
der  genannten  Schar  Kq  entsprechen  in  der  Ebene  z^^  die  Kreise 
einer  Schar  Ä^,  die  wieder  a  und  h  als  gemeinsame  Schnitt- 
punkte besitzen,  die  aus  JC^  entspringende  Kreisschar  K2  hat  die- 
selbe Eigenschaft,  ebenso  K^^  K^^  . . .  K^.  Die  Gesamtheit  der 
Kreise  einer  Schar  geht  also  immer  in  die  Gesamtheit  derselben 
Schar  über.  Aber  einem  bestinmiten  Kreise  TCq  des  Büschels  Kq 
werden  in  den  folgenden  Büscheln  immer  andere  und  andere 
Kreise  Aj,  ÄJg,  •••  entsprechen.  Unsere  Aufgabe  ist  es  gerade,  zu 
untersuchen,  unter  welchen  Bedingungen  k^  Punkt  für  Punkt  mit 
Jcq  zusammenfällt.  Decken  sich  aber  k^  und  A;„,  so  liegt  jeder 
Kreis  des  Büschels  K^  auf  dem  ihm  entsprechenden  des  Büschels  Kq  . 
Ja,  es  genügt  sogar  schon  die  Angabe,  daß  ein  von  a  und  b  ver- 
schiedener dritter  Punkt  des  Kreises  Jc^  auf  den  zugeordneten  Punkt 
von  Äq  fällt.  Denn  nach  Nr.  6,  Satz  IV  gibt  es  nur  eine  lineare 
Transformation,  bei  der  drei  Punkte  der  einen  und  drei  Punkte 
der  andern  Ebene  sich  entsprechen.  Ist  das  zweite  Tripel  mit 
dem  ersten  identisch ,  so  ist  0^  =  Zq  eine ,  also  auch  die  einzige 
Lösung.  Dasselbe  läßt  die  quadratische  Gleichung  (2  a)  erkennen. 
Ist  sie  außer  für  a  und  b  noch  für  einen  dritten  Punkt  erfüllt, 
so  muß  y  =  0,  a  —  ^  =  0,  |5  =  0,  mithin  S  =  E  sein,  da  a  =  (J 
gleich  1  gesetzt  werden  darf. 

Es  ist  also  erlaubt,  die  Betrachtung  auf  den  Kreis  ]Cq  und  seine 
Transformierten  l\,  Ä;^,  •  •  •  h^_i  (A;„  ist  gleich  7cq)  zu  beschränken. 
Alle  n  Kreise  gehen  durch  a  und  b.  Die  Figur  vereinfacht  sich 
wesentlich,  wenn  wir  sie  durch  die  Transformation  mittels  rezi- 
proker Radien 

(5)  w^k'  j^ 

auf  die  «f- Ebene  konform  abbilden.  Den  n  Kreisen  entsprechen 
gerade  Linien,  die  sich  im  Punkte  iv  =  0  schneiden.  Jeder  Kreis 
(Inneres  oder  Äußeres)  ist  dabei  auf  eine  Halbebene  abgebildet. 
Da  Äq  durch  lineare  Transformation  auf  k^  bezogen  ist,  ä*q  aber 
wieder  mit  der  entsprechenden  Halbebene  Jiq  und  ebenso  k^  mit  h^ 
durch  eine  lineare  Gleichung  verknüpft  ist,  so  besteht  auch  zwischen 
den  Punkten 

(5a)  'i^o-^'~En,     """^      ^^i'^^'y^ 
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der  Halbebenen  Jiq  und  \  eine  lineare  Relation.  Weiter  sind  aber 
die  unendlich  fernen  Punkte  beider  Ebenen  entsprechende 
Punkte,  da  Wq  =  oo  und  w^  =  oo  beide  dem  sich  selbst  ent- 
sprechenden Punkte  0Q  =  0^  =  h  zugeordnet  sind.  Mithin  ist  die 
Beziehung  zwischen  Wq  und  w^  durch  eine  ganze  lineare  Funktion 
gegeben: 

tv^  =  rtVQ  +  s. 

Die  Größe  5  aber  ist  gleich  0 ,  weil  sich  auch  u\  =  0  und  Wq  =  0 
als  Bilder  des  zweiten  Fixpunktes  0q  =  s^  =  a  entsprechen.  Die- 


selbe  Transformation, 

die  Wq  in  w^  überführt, 

läßt  IV,  in  w«,  i(\ 

in  Wg, 

. . .  Übergehen,  i 

30  daß  man  die  Gleichungen  erhält: 

u\  =  rwQf     w^  =  rw^,  ...  w„  = 

^^^'«-1- 

Durch 

Multiplikation 

aller  Gleichungen  ergibt 

sich  mit  Rücksicht 

auf  tv^ 

^IVqI 

?f'o 

=  r"w'o     oder     r"=  1, 

so  daß  also 

r  =  e      » 

(6) 

eine  w*®  Einheitswurzel  sein  muß.  Sie  ist  primitiv,  wenn  X 
und  n  teilerfremd  sind,  d.  h.  wenn  erst  die  w*®  und  keine  frühere 
Substitution  zur  identischen  Substitution  führt. 

Die  Gleichungen  (5  a)  ergeben  wegen  w^  =  rwQ  die  ge- 
suchte Beziehung  zwischen  0q  und  der  durch  die  Substitution  S 
daraus  hervorgehenden  Größe  0^: 


a  Zn  —  a 

=  r- 


•  oder 


{7\  .        {rb  —  a)z^  +  ab{l  —  r) 

^'^  ^i"     (r  — D^f, -j-(&-ra) 

Aus  (7)  lassen  sich  sofort  die  Koeffizienten  der  Substitution  (3) 
ablesen: 

(8)     cc  =  rh  —  a,     ß  =  ah(l—r),     y  =  r~-l,     6  =  1  — ra. 

Hier  hat  man  bei  der  Wahl  von  a  und  h  nur  darauf  zu  achten, 
daß  a,  ß,  y^  6  keinen  gemeinsamen  Faktor  erhalten.  Die  Substi- 
tution (3)  mit  den  aus  (8)  entnommenen  Koeffizienten  a,  ß,  y,  6  hat, 
wie  leicht  zu  zeigen,  wirklich  die  Eigenschaft  S"  =  E.  Die  will- 
kürlich gewählten  Größen  a  und  h  sind  für  die  Transformation  (l) 
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Fixpunkte.   Denn  aus  (8)  ergeben  sich  die  mit  (2  a)  gleichbedeu- 
tenden Relationen: 

=  a  -}-  0,     ~   -  =  ah. 

7  y 

Setzt  man,  was  übrigens  keine  wesentliche   Einschränkung   be- 
deutet: rt  —  —  1 ,  Z>  =  1 ,  so  wird: 

rTal  ,        (r  +  l)..  +  (r-l) 

mit 

2  TT/ 

r  =  e  '~^ . 

Ist  w  =  2,  also  r  =  —  1,  so  wird  z^  =  — ,  also  ;s?2  =  —  =  Zq, 
so  daß  in  der  Tat  S^  =  E  ist.  ^«  ^' 

Für  w  =  4  nehmen  wir  r  =  i.   Es  ist  dann  ;2ri  =  —  •  --^~. 
1     z  -\-i       1  1  1        i      ^^0  — *' 

^•g  =  -  .  -^-J— .  =  —  und  mithin  ZA=  —  =  gn  «nd  Ä*  =  Ä'. 
^       t     z,  —  t       z^  ^      z^         ^ 

Es  soll  kurz  angedeutet  werden,  wie  aus  (7  a)  durch  Rechnung 

S^  =  E  folgt.    Durch  vollständige  Induktion  ist  leicht  zu  zeigen, 

daß  r^,  aus  z^  hervorgeht,  wenn  man  die  Wurzel  r  in  (7  a)  durch 

die  w*®  Einheitswurzel  i-^  ersetzt.    So  ist  z.  B. 

.    ^(^•'+l)<go+(^''-l) 

*^(»-*-l)^o-f(r*+l) 

Bedenkt  man,  daß  r"  =  1  ist,  so  ergibt  sich  z^=  z. 

Der  oben  ausgeschlossene  Fall  zusammenfallender  Fixpunkte 
a  =  b  erledigt  sich  leicht,  am  schnellsten,  obwohl  nicht  ganz  ein- 
wandfrei, wenn  man  in  (7)  ft  in  a  übergehen  läßt.  Die  Transfor- 
mation (7)  verliert  dann  jede  Bedeutung. 

Rückt  schließlich  h  ins  Unendliche  (y  =  0),  so  ergibt  sich  aus 
(7),  indem  man  Zähler  und  Nenner  durch  h  dividiert  und  zur 
Grenze  h  =>  oo  übergeht: 

^1  ^'^'G^o  —  ^0  +  «• 


oder  nach  (7  a); 
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Die  durch  diese  Gleichung  ausgedrückte  Transformation  ist 
eine  Drehung  der  ^g- Ebene  um  den  Punkt  z  =  a.     Der  Dreh- 

2  7t 

winke!  A«—  ist  so  bemessen,   daß   w- malige  Wiederholung  der 
Drehung  zur  Ausgangslage  zurückführt. 

Für  spätere  Zwecke  soll  die  Substitution  (7)  noch  für  a  == , 

Z>  •=  —  r   angegeben   werden.     Nach   Heben   durch   1  —  r  ergibt 
sich 

Mithin  ist 


(8) 


/L±Z±l!  A 


eine  n^  Wurzel   der  Einheitssubstitution,  wenn  r  eine  Lösung 
der    Gleichung    r'^  =  1    bedeutet.     Für  *^  =  3    ist    r^  =  1    oder 

1  -j-  r  -\-  r^  ==  Oy  so  daß  'S  =  (_  ^  ^  )  eine  Substitution  ist,  deren 

dritte  Potenz  gleich  iJ «  (        1  wird.   In  der  Tat  führt  dreimalige 
Anwendung  der  Transformation 


1 


1  — 


zu  gQ  zurück. 


9.  Das  Verhalten  analytischer  Funktionen  in  der  Um- 
gebung der  unendlich  fernen  Stelle.  Erstreckt  sich  das  Ge- 
biet {z)^  für  welches  die  Funktion  f(^z)  erklärt  ist,  ins  Unendliche, 
so  bilden  wir  die  ^'-Ebene  durch  die  Transformation  mittels  rezi- 
proker Radien  t  ^  —  auf  die  <- Ebene  ab.  Dem  Punkte  ^  =  cx> 
entspricht  der  Punkt  t  =  0:  Die  Funktion  f(z)  kann  dann  als 
Funktion  von  t  betrachtet  werden:  f(^z)  =  f(  .j  =  (p(t),  und  wir 
setzen  fest: 

Die  Funktion  f{z)  verhält  sich  an  der  Stelle  g  =  oo  regulär 
oder  Singular,  je  nachdem  sich  die  Funktion  (p  (t)  im  Punkte  t  =  0 
regulär  oder  singulär  verhält. 
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Beispiele:  1.  Die  Funktion 

"0+  V  +  f.  +  •••=  «0+  «1«  +  «»«"  +  ••• 

verhält  sich  bei  ;^  =  (X)  regulär  und  wird  für  ;?  =«  oo  gleich  Gq. 

2.  Die  ganze  Funktion 

«0  +  «1^  H H  V"  =  <«  K<"  +  •  •  •  +  «J 

wird  für  z  =  oo  unendlich  wie  -«'  •  Der  Punkt  ^  =  cx)  ist  (für 
^«  +  0)  ein  Pol  n^^  Ordnung  der  Funktion. 

3.  Die  gebrochene  rationale  Funktion 

f(g)  =  ^o  +  <^i^-\ H^«^"  ^  a,t*-}-a,f-'^-\ \-an    ^^_„ 

wird  unendlich  klein  von  der  Ordnung  m  —  n  bzw.  unendlich  groß 
von  der  Ordnung  n  —  m,  wenn  der  Grad  n  des  Zählers  kleiner 
bzw.  größer  ist  als  der  Grad  m  des  Nenners.  Die  Funktion  ver- 
hält sich  regulär  in  der  Umgebung  von  z  =  oo  und  nimmt  den 
Wert  %:h^  an  dieser  Stelle  an,  wenn  Zähler  und  Nenner  von 
gleichem  Grade  sind.  Hierbei  sind  a^  und  b^  immer  als  von  Null 
verschieden  vorausgesetzt. 

Insbesondere  ist     ^  .  ^  für  z  =  oo  gleich  —  oder  gleich  Null 

von  erster  Ordnung  oder  unendlich  von  erster  Ordnung,  je  nach- 
dem a  und  y  beide  von  0  verschieden  oder  a  =  0  bzw.  y  =  0  ist. 

4.  Die  Funktion 

f(0)  =  {z  -  ay  ■  (z-hy  =  t-("+i^) '  (1-  aty '  {1  -bty 

wird  bei  beliebigen  reellen  Exponenten  a  und  ß  sich  für  ;?  =■  oo 
verhalten  wie  <~("+i*)  für  <  =  0,  also  regulär  sein  für  ß  =  —  «, 
unendlich  werden  für  a  -}-  |3  >  0  und  Null  für  a  -f  ^  <  0 . 

Der  unendlich  ferne  Punkt  z  =  oo  wird  als  singulär  für  die 
Abbildung  angesehen,  wenn  ^  =  0  singulär  für  (p(t)  ist,  d.  h.  wenn 
(f'if)  verschwindet  oder  unendlich  wird  für  ^  =  0.   Nun  ist  aber 

Leweut:  Konforme  AbbUdung.  4 
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Damit  der  Punkt  2=00  nicht  zu  den  singulären  Punkten  der 
Abbildung  durch  die  Funktion  f(z)  gehört,  muß  also  lim  (z^fiß)) 
für  z  =  00  endlich  und  von  0  verschieden  sein,  oder,  was  dasselbe 
ist,  muß  f'iß)  unendlich  klein  von  genau  zweiter  Ordnung  werden. 
So  ist  bei  y  =}=  0  der  Punkt  z  =  <X)  kein  singulärer  Punkt  der 
Abbildung  durch  die  Funktion  f(z)  =  — Xa'  ^^ 


2  «^-L^grl  _  oiS-ßY 


"^Jf^'w^+m^^ 


von  0  und  00  verschieden  ist.  Dagegen  weist  die  Potenz  [(z)  =  z" 
für  alle  von  n  =  —  1  verschiedenen  Exponenten  Singularitäten 
auf,  weil  f\z)  =  w^"~^  nur  für  n  = —  1  im  Unendlichen  einen 
Nullpunkt  zweiter  Ordnung  besitzt.  Ebenso  erleidet  die  durch  die 
Funktion  f{z)  =  In  ^  vermittelte  Abbildung  für  z  =  oo  eine  Unter- 
brechung der  Konformität,  weil  f\z)  =  —  nur  von  erster  Ord- 
nung verschwindet. 

/  N       (z  —  et)  (z  —  b) 
Die  Funktion  f(z)  =  7 r-, ^  verhält    sich    für    unend- 

'  ^  ^       {z  —  c){z  —  d) 

lieh  große  Werte  von  z  regulär  und  gestattet  in  der  Umgebung 

von  ^  =  cx)  die  Entwicklung: 

Im  allgemeinen  ist  also  der  Punkt  z  =  00  kein  singulärer  Punkt 
für  die  Abbildung;  nur  wenn 

c  ■\-  d  =  a  -{■  h 

ist,  wird  f'{z)  unendlich  klein  dritter  Ordnung,  und  dann  ist  der 
Punkt  z  =  (X)  für  die  Abbildung  singulär. 

In  diesem  Falle  kann  die  durch  f{z)  vollzogene  Abbildung 
als  Beispiel  für  das  am  Schluß  der  Nr.  4  Gesagte  dienen.  Setzt 
man  nämlich  mit  neuen  Konstanten  «^  ß: 


10.  Abbildungen  durch  einfache  Funktionen.  45 


(,_„)(,_fc)  =  (,_^y+„ 


und 


(.-o(~'-'^)=(-^-r)+^=(^-"-r)+^- 

so  kann  die  durch 


m 


(-"-^)+^ 


I 


vermittelte  Ab])ildung  durch  die  nacheinander  ausgeführten  Ab- 
bildungen z  =  Iz ^^  j    und   ?/'  =  -,  "V  ^  erzielt  werden.  Der 

Punkt  z  =  <X)  ist  für  die  erste  Abbildung  singulär,  für  die  zweite 
ist  der  entsprechende  Punkt  z  =  oo  ein  gewöhnlicher  Punkt.  Die 
resultierende  Abbildung  besitzt  daher  für  z='(X)  eine  Singularität. 
Dieselbe  Bemerkung  gilt  für  den  im  Endlichen  gelegenen  singu- 

lären  Punkt  z  =     1"    •     In  demselben  Zusammenhang  sei  noch 

das  Beispiel  w  =  -rz^  genannt.     Aus    ,     =  —  ,-8__tx^  ergibt 

sich  z  =  oo  als  singulärer  Punkt  neben  den  im  Endlichen  ge- 
legenen Punkten  z^O^z^-^-ljZ^—  1.  Setzt  man  die  Ab- 
bildung tv  aus  z'==z^—  1   und  «<;  =  —  zusammen,   so   erkennt 

z 

man,  daß  die  vier  genannten  Punkte  gerade  die  bei  den  Abbil- 
dungen auftretenden  singulären  Stellen  sind.  Denn  für  die  erste 
sind  ;2  =  0  und  z  =  <x>  singulär,  für  die  zweite  /  =  0  (nicht 
z'  =  oo)  oder  ^  =  +  1 . 

10.  Die  folgenden  Nummern  enthalten  einige  Mitteilungen 
über  Abbildungen  durch  einfache  rationale,  algebraische 
und  transzendente  Funktionen.  Das  Prinzip,  nach  welchem 
bei  gegebener  abbildender  Funktion  w  das  Bild  Wq  =  Uq  -{■  ivQ 
eines  Punktes  %  =  a^o  H"  *2/o  göf^nden  wird,  ist  kurz  folgendes. 
Der  Punkt  iVQ  ist  als  Schnittpunkt  der  zu  den  Koordinatenachsen 
parallelen  Geraden  t  =  t^o»  **  "^  *'o  bestimmt.  Diesen  geraden  Linien 
entsprechen  in  der^-Ebene  zwei  Kurven,  r(jr.,y)  =  Vq,  u(x^y)  =  Wq, 
deren  Schnittpunkt  Zq  das  Urbild  des  Punktes  Wq  in  der  ^-Ebene  ist. 
Die  Aufgabe  kommt  also  darauf  hinaus,  einen  analytischen  Ausdruck 
für  die  in  der  ,f-Ebene  liegenden  Kurvenscharen  r  =  const,  u  =  const 
zu    finden    oder    sie    durch    Zeichnung    darzustellen.     Dieselben 

4* 
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Dienste  leisten  die  in  der  w?- Ebene  liegenden  Kurven  x  =  const, 
y  =  const,  die  als  Bilder  der  achsenparallelen  Geraden  der  ^;-Ebene 
zu  betrachten  sind.  Mit  Vorteil  wird  gelegentlich  auch  eine  an- 
dere Doppelschar  von  einfachen  Kurven  gewählt,  z.  B.  eine  Schar 
konzentrischer  Kreise  und  die  Schar  der  Mittelpunktstrahlen. 

Besondere  Aufmerksamkeit  werden  wir  den  singulären  Punkten 
der  Abbildung  zuwenden. 

Die  Abbildungen  w  =  z^  und  z  =yw'^  Entwicklung 
fundamental  wichtiger  Vorstellungen  (Riemannsche 
Flächen). 

Die  abbildende  Funktion  sei 

w  =  z^. 
Nun  ist 

w  ^=^  u  •{-  iv  =-  Be^\     z  ^  X  i-  iy  =  re^\ 

also  B  =  r'^y  0  =  ncp  und 

(1)  w  =  f^  (cos  ncp  -^  i  sin  ncp) . 
Aus  den  Gleichungen 

(2)  u  =  r"  cosMqp,     V  =  r''^  sin  >?(jp 
lassen  sich  leicht  q)  oder  r  eliminieren: 

(3  a)  ^2  _|_  ^2  _  ^,2„  _  (^2  _,_  ^2y. 

(3  b)  igng)^^- 

Gleichung  (3a)  lehrt,  daß  den  Kreisen  r  =  const  der  ä;- Ebene 
wieder  Kreise  R  =  >*"  entsprechen,  insbesondere  entsprechen 
Punkten  des  Einheitskreises  nach  der  Transformation  wieder  Punkte 
im  Abstand  1  vom  Nullpunkt.  Den  Strahlen  cp  =  const,  die  vom 
Nullpunkt  der  ^-Ebene  ausgehen,  sind  nach  (3b)  wieder  solche 
Strahlen,  0  =  n(p  =  const,  zugeordnet.  Dabei  ist  aber  zu  beachten, 
daß  der  Strahl  mit  der  Neigung  g)  gegen  die  ic-Achse  in  einen 
Strahl  mit  der  Neigung  oicp  in  der  Ebene  der  ?/*  =  r"  •  c''^^ 
übergeht. 

Der  Punkt  z  ==  0  ist,  wie  uns  schon  bekannt,  ein  singulärer 
Punkt  der  Abbildung.  Linien,  die  sich  im  Nullpunkt  schneiden, 
werden  in  Linien  transformiert,  deren  Schnittwinkel  n  mal  so  groß 
geworden  ist,  als  er  in  der  ^-Ebene  war.    In  dem  einfachen  Fall 

w  =  z^. 
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an  den  wir  die  folgenden  Betrachtungen  anknüpfen,  findet  also 
VVinkelverdopplung  statt. 

Ein  Halbstrahl  §  der  ^--Ebene  drehe  sich  um  den  Punkt  z  =  0^ 
so  daß  jeder  seiner  Punkte  einen  Kreisbogen  um  0  beschreibt. 
Die  Punkte  des  Strahles  §  haben  Bildpunkte,  die  auf  einem  Strahle 
8  der  iv-Ehene  liegen  und  die  bei  der  angegebenen  Bewegung 
von  ^  ebenfalls  auf  Kreisen  (um  w  =  0)  wandern.  Als  Anfangs- 
lage des  Strahles  §  wählen  wir  den  Strahl  §q,  der  in  die  positive 
Richtung  der  Achse  des  Reellen  fällt.  Der  entsprechende  Strahl  <Bq 
fällt  dann  mit  der  positiven  w-Achse  zusammen.  Dreht  sich  § 
nun  um  den  Winkel  cp  in  positivem  Sinne,  so  erf  ähi-t  S  die  doppelte 
Drehung  2  qp .  Hat  beispielsweise  ^  den  ersten  Quadranten  der  ^-Ebene 
überstrichen,  so  hat  S  bereits  alle  Punkte  der  oberen  M?-Halbebene 
überstrichen.  Durch  die  Funktion  w  =  <e;^  wird  also  eine  Vier- 
telebene (z)  auf  eine  Halbebene  (w)  konform  abgebildet. 

Wir  stellen  uns  §o,  §  und  @q,  @  nun  als  materielle  Gerade  vor 
und  zwischen  Öq  und  §  sowie  zwischen  ©q  und  ©  ideal  dehnbare 
Häute  gespannt.  Bei  Drehung  des  Strahles  §  um  weitere  90*^ 
überdeckt  die  dehnbare  Haut  die  obere  Halbebene  der  z,  während 
die  Haut  zwischen  <Bq  und  (ö  sich  über  die  ganze  w-Ehene  aus- 
gebreitet hat.  Die  Funktion  tv  =  z^  bildet  also  die  ^^-Halbebene 
auf  die  ?f-Ebene  ab.  Jedoch  ist  hier  ein  wichtiger  Umstand  zu 
beachten.  In  der  ^f-Ebene  erfüllen  die  Punkte  —  x  der  negativen 
Hälfte  der  Achse  des  Reellen  den  Strahl  §,  während  die  Punkte  -f-  ^ 
auf  dem  Strahle  g^  liegen.  Durch  die  volle  Umdrehung  des  Strahles  @ 
ist  aber  (S  in  die  Ausgangslage  zui'ückgekehrt,  und  das  Bild  des 
Punktes  —  x  legt  sich  genau  an  die  Stelle  des  Strahles  ©q,  wo 
schon  das  Bild  des  Punktes  -f  x  liegt.  In  der  «'-Ebene  wird  also 
zwischen  Punkten  eine  Verbindung  hergestellt,  der  kein  Zusammen- 
hang in  der  ^J-Ebene  entspricht.  Umgekehrt  wird  beim  Übergang 
von  der  <t'-Ebene  zur  ^-Ebene  durch  die  Abbildung  z  =  yii'  der 
Zusammenhang  zwischen  den  Punkten  zu  beiden  Seiten  der  positiven 
Hälfte  der  Achse  des  Reellen  der  M;-Ebene  zerrissen.  Im  Gegensatz  zu 
allen  andern  Punktepaaren  findet  für  die  Punkte  dieser  Dinie  und 
ihren  entsprechenden  in  der  ^-Ebene  keine  umkehrbar  eindeutige  Zu- 
ordnung statt.  Man  könnte  die  Eindeutigkeit  der  Beziehung  durch  die 
künstliche  Vorstellung  retten,  daß  der  Strahl  Sq  zweiseitig  ist  und 
auf  der  einen  Seite  die  Bilder  der  Punkte  -f-  a;,  auf  der  andern  die 
der  Punkte  —  x  trägt.  Am  radikalsten  wird  die  Trennung  der 
(im  Hinblick  auf  die  Figur  der  ;2;-Ebene)  nicht  zusammengehörigen 
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Punkte  bewirkt  durch  einen  Schlitz,  der  in  der  ^t'-Ebene  vom 
Nullpunkte  längs  der  positiven  reellen  Achse  ins  Unendliche  ge- 
führt wird.  Dem  positiven  Ufer  des  Schlitzes,  das  vom  Strahl 
(3q  gebildet  wird,  sind  die  Punkte  ic  >  0  zugeordnet,  dem  gegen- 
überliegenden negativen  Ufer  die  Punkte  x  <  0.  Insofern  nun 
zwischen  allen  Punkten  des  (z)-  und  des  («•)-Gebiets  eindeutiges 
Entsprechen  stattfindet,  und  die  eine  Fläche  die  Zusammenhangs- 
verhältnisse der  andern  getreu  spiegelt,  können  wir  sagen: 

Durch  die  Funktion  w  =  z^  wird  die  obere  ^-Halbebene  zu- 
sammenhängend und  in  den  kleinsten  Teilen  ähnlich  auf  die 
läDgs  (0  •  •  •  +  oo)  aufgeschlitzte  ?r-Ebene  abgebildet.  Nur  in  den 
Punkten  ^  =  0  und  g  =  oo  hört  die  Abbildung  auf,  winkeltreu 
zu  sein;  hier  findet  Winkelverdopplung  statt. 

Den  Halbkreisen,  die  von  den  Punkten  +  ic  zu  den  Punkten 
—  X  durch  das  Innere  der  ^-Halbebene  führen,  entsprechen  in  der 
tV'^hene  ganze  Kreise,  die  von  -f  x^  nach  demselben  Punkte 
zurückführen,  die  aber  an  ebendieser  Stelle  aufgeschnitten  zu 
denken  sind. 

Fortab  soll,  auch  wenn  es  nicht  besonders  betont  wird,  unter 
der  konformen  Abbildung  zweier  Bereiche  stets  eine  zusammen- 
hängende Abbildung  verstanden  werden.  Bei  Gelegenheit  der 
im  letzten  Satze  ausgesprochenen  Abbildung  heben  wir  als  be- 
deutenden Vorteil  der  entwickelten  Auffassung  noch  hervor,  daß 
die  Halbebene  (^)  und  die  aufgeschlitzte  w-Ebene  beide  berandete 
Flächen  sind.  Der  Rand  der  Halbebene,  die  reelle  Achse,  geht 
bei  der  Abbildung  in  den  Rand  des  ?t'-Gebiets,  nämlich  in  die 
beiden  Ufer  des  Schlitzes  über.  Wir  werden  sehen,  daß  bei  zu- 
sammenhängender Abbildung  eine  Fläche  mit  Rand  in  eine  Fläche 
gleicher  Art  transformiert  wird,  und  zwar  so,  daß  inneren  Punkten 
wieder  innere  Punkte  und  Randpunkten  Randpunkte  entsprechen. 
Die  nicht  aufgeschnittene  yr-Ebene  als  Bild  der  Halbcbene  hätte 
diesem  allgemeinen  Gesetz  nicht  gehorcht;  denn  wir  haben  die 
unendliche  Ebene  in  Nr.  7,  die  von  der  stereographischen  Pro- 
jektion handelte,  als  geschlossene  Fläche  erkannt. 

Die  positive  ^;- Halbebene  ist  für  die  Funktion  iv  =  z^  ein 
Fundamentalbereich. 

Durch  diese  Aussage  soll  ausgedrückt  werden,  daß  die  Gesamt- 
heit der  Punkte  z,  die  den  Fundamentalbereich  erfüllen,  gerade 
alle  möglichen  Werte  /r  und  keinen  zweimal  hervorbringen.  Streng 
genommen  wären  also  noch  in  dem  obigen  Satze  die  Punkte  der 


10.  Abbildungen  dnrch  einfache  Funktionen. 


49 


negativen  reellen  Achse  auszunehmen.  —  Lassen  wir  nun  den  Strahl 
S  seine  Drehung  fortsetzen  und  den  dritten  und  vierten  Quadranten 
überstreichen,  so  wird  <B  alle  Lagen  nochmals  durchlaufen,  die 
@  bei  der  ersten  Drehung  angenommen  hat,  so  daß  jeder  Punkt 
der  ir-Ehene  doppelt  zu  zählen  ist  —  entsprechend  dem  Umstände, 
daß  derselbe  Punkt  Wq  =  Zq^  den  beiden  zum  Nullpunkt  symme- 
trischen Punkten  Zq  und  —  Zq  zugehört.  Es  ist  nur  eine  konse- 
quente Weiterbildung  der  oben  entwickelten  Anschauungsweise, 
wenn  wir  annehmen,  daß  der  bewegliche  Strahl  8  bei  der  zweiten 
Umdrehung  nicht  in  dieselbe  ebene  Fläche  zurückkehrt,  die  er 
vorher  beschrieben  hat,  sondern  in  ein  zweites  Blatt  eintritt, 
das  wir  uns  über  dem  ersten  Blatt  ausgebreitet  denken.  Das 
zweite  Blatt  (II  in  Fig.  20a)  ist  die  Fort- 
setzung voni,  beide  hängen  längs  der  Linie 
zusammen,  die  wir  früher  als  negatives 
Ufer  der  aufgeschlitzten  e<?-Ebene  bezeichnet 

haben.       Indem  

das  negative  iA^"  _ ,  -  ^^^^^"^>,^~^/ 
Ufer  des  ersten 
(unteren)  Blat- 
tes mit  dem  po- 
sitiven des  zwei- 
ten (oberen)  ver- 
einigt ist,  bleiben 

als  freie  Randteile  noch  das  positive  Ufer  des  Blattes  I  und  das 
negative  des  Blattes  II.  Beide  Linien  liegen  über  der  positiven 
reellen  Achse,  sind  aber  durch  die  Fläche  (dehnbare  Haut)  ge- 
trennt. In  der  absichtlich  verzerrt  gezeichneten  Figur  20a  ist  die 
zweite  Runde  des  Strahles  @  noch  nicht  ganz  vollendet.  Bei  der 
Drehung  um  360^  hat  der  Strahl  §  die  Nulllage  wieder  erreicht. 
Die  längs  ^q  (oder  ^)  aufgeschlitzte  ^- Ebene  und  unsere  zwei- 
blättrige Fläche  veranschaulichen  die  Korrespondenz  zwischen  den 
Punkten  z  und  w.  Vereinigen  wir  §  mit  ^q,  so  erhalten  wir  die 
unversehrte  ä;- Ebene.  Um  im  Doppelblatt  denselben  Zusammen- 
hang zu  erzielen,  der  in  der  ^-Ebene  hergestellt  ist,  müssen  wir 
noch  die  beiden  Ränder  in  den  sich  gegenüberliegenden  Punkten 
aneinanderheften.  Das  ist  nur  nach  vorhergegangener  Durch- 
kreuzung des  trennenden  Flächenstücks  möglich.  Zu  den  anderen 
idealen  Eigenschaften  der  dehnbaren  Haut  fügen  wir  demnach 
jetzt  noch  die  weitere:  die  Membran  muß  für  Gebilde  ihrer  Art 


Fig.  20a. 


Fig.  20b. 
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durchdringlich  sein,  ohne  zu  zerreißen.  Überdies  nehmen  wir  an, 
daß  an  der  Übergangslinie,  längs  deren  sich  die  beiden  Blätter 
durchsetzen,  zwischen  diesen  kein  neuer  Zusammenhang  entsteht: 
ein  Weg,  der  um  den  Nullpunkt  herum  an  die  Übergangslinie  führt, 
soll  von  dieser  Kreuzungsstelle  nicht  nach  Belieben  den  Übergang 
in  irgendeines  der  anderen  drei  hier  hindurch  gehenden  Halbblätter 
ermöglichen,  er  soll  vielmehr  von  einem  Blatt  notwendig  in  den 
Teil  des  anderen  Blattes  übertreten,  der  infolge  des  Zusammen- 
heftens  der  Ränder  die  natürliche  Fortsetzung  des  ersten  ist. 

Da  wir  die  beiden  einzigen  Randteile  der  zweiblättrigen  Fläche 
zuletzt  noch  miteinander  verbunden  haben,  ist  kein  Rand  mehr  vor- 
handen (vgl.  Fig.  20b.)  Die  durch  unsere  Vorschrift  erzeugte,  zur 
Funktion  z  =yw  gehörige,  geschlossene  zweiblättrige  Rie- 
mannsche  Fläche  ist  die  Abbildung  der  ganzen  2:-Ebene  durch 
IV  =  z^.  Auf  der  Riemannschen  Fläche  kann  ein  Linienzug  erst  dann 
als  geschlossen  gelten,  wenn  er,  in  einem  beliebigen  Punkte  be- 
ginnend, in  denselben  Punkt  desselben  Blattes  zurückkehrt.  Eine 
geschlossene  Linie  der  ;s;-Ebene,  die  sich  selbst  nicht  schneidet,  teilt 
die  Ebene  in  zwei  völlig  getrennte  Stücke,  deren  jedes  die  ge- 
schlossene Linie  als  Rand  besitzt.  Genau  dieselbe  Bemerkung 
trifft  für  die  R.  F.  (Riemannsche  Fläche)  zu.  Fig.  20b  ist  als 
einer  der  Teile  anzusehen,  in  die  die  Fläche  durch  eine  den  Null- 
punkt (zweimal)  umkreisende  geschlossene  Linie  zerfällt. 

Über  einem  Punkte  Wq  der  ««^'-Ebene  sind  zwei  Punkte  der 
R.  F.  angeordnet,  die  den  Werten  z  =  yw^  und  z  =^  —  y  Wq  ent- 
sprechen und  die  zwei  verschiedenen  Zweigen  der  Funktion  Yiv 
zugeschrieben  werden.  Der  eine  Zweig  gehört  zu  den  Punkten 
des  einen  Blattes,  der  andere  zu  den  Punkten  des  anderen.  Als 
Haupt  wert  der  Quadratwurzel  wird  der  Wert  bezeichnet,  den 
die  Funktion  für  Punkte  des  unteren  Blattes  annimmt,  so  daß 
der  Hauptwert  für  reelle  positive  Werte  der  Variabein  selbst  reell 
und  positiv  ist.  Die  beiden  Zweige  gehen  beim  Überschreiten 
der  Übcrgangslinie  ineinander  über;  sie  werden  also  vollständig 
getrennt,  wenn  diese  Linie  als  unpassierbai'e  Schranke  für  den 
veränderlichen  Punkt  w  aufgefaßt  wird.  Aus  diesem  Grunde  heißt 
die  Übergangslinie  auch  Verzweigungsschnitt.  Gestalt  und 
Lage  des  Verzweigungsschnitts  können  übrigens  in  beschränktem 
Umfange  noch  willkürlich  abgeändert  werden.  An  Stelle  des  Aus- 
gangsstrahles §Q  hätte  nämlich   in  der  <2-Ebene  irgendeine  sich 
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selbst  nicht  schneidende,  von  5;  ==  0  ins  Unendliche  verlaufende 
Linie  nach  halber  Umdrehung  um  den  Nullpunkt  ebenfalls  einen 
Fundamentalbereich  erzeugt.  Die  der  ^f-Ebene  dann  entsprechende 
Riemannsche  Fläche  baut  sich  wieder  aus  zwei  Blättern  auf,  die 
längs  der  von  iv  =  0  nach  w  =  00  gezogenen  Linie,  die  der  in 
der  ;2-Ebene  angenommenen  Linie  entspricht,  kreuzweis  zusammen- 
geheftet sind. 

Eine  Sonder- 
stellung nimmt  der 
Nullpunkt  der  R. 
F.  ein,  insofern 
man  von  ihm  aus 
nach  jeder  Rich- 
tung hin  nach  Be- 
lieben in  jeden  der 
beiden  Zweige  ge- 
langen kann.  Das 
kommt  von  der 
eigenartigen  Lage- 
rung der  Blätter 
um  den  dem  Punkte 
z=0  entsprechen- 
den Flächenpunkt 
?</'  =  0,  derzufolge 
der  Punkt  tv  =  0 
als  Windungs- 
punkt der  Fläche 
bezeichnet  wird.  Ein  Windungspunkt  heißt  (n  —  l)-fach  oder  von 
(n  —  1)*®'  Ordnung,  wenn  ihn  n  Blätter  derart  umziehen,  daß  ge- 
schlossene Kurven  um  den  Windungspunkt  der  Reihe  nach  in  alle 
n  Blätter  und  vom  w*®"  wieder  ins  erste  Blatt  führen.  Unsere  zwei- 
blättrige Fläche  hat  also  w  =  0  zum  Windungspunkt  erster  Ordnung 
(Fig.  21).  Für  die  inverse  Funktion  z  =")/«'  entspricht  dem  Win- 
dungspunkt der  Fläche  der  Verzweigungspunkt  ic  =  0,  so  ge- 
nannt, weil  die  beiden  Blätter  an  der  Stelle  w  =  0  mit  einan- 
der verzweigt  erscheinen.  „Um  einen  Verzweigungspunkt",  er- 
läutert Riemann,  „wird  sich  ein  Blatt  der  Fläche  in  ein  anderes 
fortsetzen,  so  daß  in  der  Umgebung  eines  solchen  Punktes  die  Fläche 
als  eine  Schraubenfläche  mit  einer  in  diesem  Punkte  auf  der 
(m,  i;)-Ebene  senkrechten  Achse  und  unendlich  kleiner  Höhe  des 


Fig.  21. 
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Schraubenganges  (h)  betrachtet  werden  kann"  (vgl.  Fig.  22).  Für 
die  Funktion  z  =  yw  ist  w  =  0  wegen  der  Zweizahl  der  Blätter 
ein  einfacher  Verzweigungspunkt. 

Das  Bild  der  R.  F.  bleibt  unvollständig,  solange  ihr  Verhalten 
in  der  Umgebung  des  ebenfalls  singulären  unendlich  fernen  Punktes 
nicht  klargelegt  ist.  Die  stereographische  Projektion  der  doppelt 
bedeckten  ^^--Ebene  liefert  zwei  Kugeln,  von  denen  die  eine  über 
der  anderen  ausgebreitet  ist.  Dem  Verzweigungsschnitt  entsprechen 
zwei  sich  deckende  Meridiane  (Halbkreise  von  0  nach  0').  Längs 
ihnen  ist  jede  Kugel  aufzuschlitzen  und  die  Ränder  paarweis  über 
Kreuz    zu  verbinden.     Im   Unendlichen  hängen    also   die   beiden 

Blätter  genau  so  zusammen  wie  im 
Punkte  ;2;  =  0.  Auch  die  Abbildung 
der  Umgebung  des  unendlich  fernen 

Punktes   durch   die   Funktion   t  =  — 

z 

auf  die  Umgebung  des  Nullpunktes 
läßt  den  Punkt  ^  =  0  oder  ;S  =  oo 
als    Windungspunkt   erster    Ordnung 

der  Funktion  lü  ==  -j  erkennen, 
c 

Die  Behandlung  der  allgemeinen 
Potenz  w  =  z^  erfordert  keine  neuen 
Fig.  22.  Hilfsmittel.  Für  positives  ganzzahliges 

n  wird  die  ;?-Ebene  durch  die  Funktion 
z^  auf  eine  w-blättrige  R.  F.  abgebildet.  Den  Punkten  2"  =  0  und 
^  =  oo  entsprechen  in  der  ?(;-Ebene  die  Windungspunkte  (« —  l)*^"* 
Ordnung,  und  umgekehrt  verzweigt  sich  die  Funktion  z=yn) 
in  den  Punkten  «<?  =  0  und  /r  =  oo,  welche  Punkte  als  Ver- 
zweigungspunkte [n  —  l)*®"^  Ordnung  anzusehen  sind,  weil  in  ihnen 
alle  n  Zweige  der  Funktion  zusammentreffen.  Zugleich  sind  die 
Punkte  ^  =  0,  ^=00  bzw.  n'  =  0,  tv  =  00  singulare  Punkte 
für  die  Abbildung  der  Flächen  aufeinander:  beim  Übergang  von 
der  ^;-Ebene  zur  «t'-Ebene  findet  für  sie  ?2-raalige  Vergrößerung 
der  Winkel  statt.  Die  in  der  vr-Ebene  «-deutige  Funktion  y iv 
ist  auf  der  R.  F.  der  w**"^  Wurzel  eindeutig.  Die  Verbindung  des 
^^ten  Blattes  mit  dem  ersten  erfolgt  hier  unter  Durchkreuzung  aller 
anderen  Blätter.  Ein  Fundamentalbereich  der  ^-Ebene  ist  z.  B. 
der  Flächenraum  desjenigen  Winkels,  dessen  Punkte  (r,  9)  durch 


10 
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die  Bedingung  0  ^  cp  <  —  charakterisiert  «ind.    Diesem  Bereich 

entspricht  gerade  der  Zweig  der  m***^  Wurzel,  der  für  reelle  w^K) 
selbst  reell  und  positiv  wird. 

Das  Verhalten  der  auf  Riemannschen  Flächen  erklärten  ana- 
lytischen Funktionen  bestimmt  oft  den  Charakter  der  Funktionen. 
Die  Ableitung  funktionentheoretischer  Sätze  würde  aber  den  dem 
Hauptgegenstand  zu  widmenden  Raum  zu  sehr  einengen;  wir 
werden  die  erforderlichen  Sätze  ohne  Beweis  benutzen  und  das 
Studium  der  Riemannschen  Flächen  nicht  als  Selbstzweck,  son- 
dern nur  so  weit  betreiben,  als  zur  Vermittlung  der  elementarsten 
Kenntnisse  erforderlich  ist.  Im  Verlauf  der  Darlegungen  werden 
uns  noch  einige  Riemannsche  Flächen  begegnen.  Als  etwas  kom- 
plizierteres Gebilde  dieser  Art  konstruieren  wir  die  zur  Abbildung 

w  =  z'^  —  nz 

gehörige  Riemannsche  Fläche. 

Dem  Fundamentalsatz  der  Algebra  zufolge  gehören  zu  jedem 
Werte  ic  genau  n  Werte  z.  Die  Gesamtheit  aller  Punkte  z  wird 
also  auf  die  ;^-fach  bedeckte  76--Ebene  abgebildet.  In  der  Idee 
trennen  wir  wieder  die  n  gleichen  Werte  u\  die  den  verschiedenen 
Werten  z  entsprechen,  indem  wir  n  übereinanderliegende  M;-Ebenen 
zu  Hilfe  nehmen.  Bei  stetiger  Änderung  der  Lage  des  Punktes  z 
verschiebt  sich  dabei  der  entsprechende  Punkt  w  —  allgemein 
zu  reden  —  in  demselben  Blatt,  jedem  der  w  Blätter  entspricht 
ein  Zweig  der  Funktion  z.  Ein  kleiner  Kreis  um  einen  beliebigen 
Punkt  z  geht  wegen  der  Konformität  der  Abbildung  in  einen 
kleinen  Kreis  um  das  Bild  iv  über.  Ausnahmen  finden  nur  statt 
in  der   Umgebung  der  singulären   Stellen,  die  als  Wurzeln  der 

Gleichungen  -5—  -=  0,  -j-  =  00  sich  hier  aus 

«-1_  1  =  (X) 

ergeben.     Die  Abbildung  besitzt  daher  n  singulare  Punkte:  die 

(n  —  1)  Punkte  z^  =  e'  ""  ^  für  A  =  0,  1,  2,  ...»  —  2,  die  die 
Ecken  eines  regulären,  dem  Einheitskreis  eingeschriebenen  Poly- 
gons bilden,  und  den  Punkt  z=  00.  Die  Art  der  Singularität 
erkennt  man  aus  der  Entwicklung  der  Funktion  in  der  Umgebung 
der  Stelle  z  =  z: 
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w  =  {iz-  /)  +  /y^n({s  —  /)  +  z) 

Zunächst  ergibt  sich  nochmals  aus: 

^  =  „(/«-i_  1)  +  n(H-iy-^-iz  -/)  +  •••, 

daß  die  Ableitung  für  z  =^  z  nur  in  den  Punkten  z^^  verschwin- 
det, in  denen  z^~^  =  1  ist.    Weiter  aber  lehrt  die  Darstellung 

to  =  (./  -  nz,)  +  *  +  (2)  H^- '  («  -^.)'  +  •  •  •- 

die  in  der  Umgebung  der  w  —  1  im  Endlichen  gelegenen  singu- 
lären  Punkte  gilt,  daß  w  —  (z^-  —  nz^  in  diesen  Punkten  von 

zweiter  Ordnung  0  wird;  nicht  von  höherer,  weil  (    )  ^x"^  ^"^ 

Zi~^  =  1  nicht  verschwinden  kann.    Die  Funktion 

^  ~  (^/  —  '^^x)  =  ««^  +  (w  —  1)  ;2'^  =  w  —  w^ 

verhält  sich  also  in  unmittelbarer  Umgebung  des  Punktes  z  =  z^^ 
wo  höhere  Potenzen  von  z  —  z^  vernachlässigt  werden  können, 
wie  die  uns  wohlbekannte  Funktion  a(z  —  z^^.  Für  z  =  Zj^  tritt 
Winkelverdopplung  ein,  den  Punkten  z  =  Zj^  entsprechen  mithin 
Windungspunkte  erster  Ordnung.  Im  Unendlichen  (xv  ==  00)  hängen 
alle  Blätter  zusammen,  der  Punkt  w  =  00  ist  ein  Windungs- 
punkt (m  —  1)*®'  Ordnung.  Denn  für  hinreichend  große  z  wird  w 
mit  beliebiger  Genauigkeit  durch  w  =  z^^  dargestellt.  Den  Punkten 
z  =  Zi  entsprechen  die  ähnlich  angeordneten  Punkte 

«<'a  =  (1  -  »)^;- 
Der  Aufbau  der  Fläche  geschieht  nach  folgender  Anweisung.  Im 
ersten  (untersten)  Blatt  werden  die  (n  —  l)  Punkte  w^  markiert 
und  von  ihnen  aus  Verzweigungsschnitte  ins  Unendliche  gezogen,  am 
einfachsten  geradlinig  in  der  Richtung  von  0  nach  lo^ ,  u\ ,  •  * '  ^^«  _  2  • 
Die  Schnitte  bezeichnen  wir  in  dieser  Reihenfolge  als  ersten, 
zweiten,  •  •  •.  Im  zweiten  Blatt  wird  nur  der  erste,  im  dritten 
nur  der  zweite,  •  •  •  im  w*®"  Blatt  nur  der  (w  —  l)*®  Schnitt  aus- 
geführt. Die  Ränder  jedes  Schnittes  werden  mit  den  unter  ihnen 
liegenden  Rändern  des  Schlitzes  im  ersten  Blatt  kreuzweis  vereinigt. 
Eine  genauere  Erörterung  lehrt,  daß,  bei  passender  Fixierung  der 
w  Zweige,  der  Verzweigungspunkt  erster  Ordnung  W;^(^  =  0,  1, 
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2,  •  •  •  w  —  2)  im  ersten  und  (l  +  l)*®^  Blatt  liegt,  so  daß  bei 
Umläufen  um  diesen  Punkt  die  Zweige  1  und  (A  +  l)  zyklisch 
ineinander  übergehen.  Das  erste  Blatt  hängt  mit  jedem  der 
andern  (m  —  l)  Blätter  in  einem  im  Endlichen  gelegenen  Ver- 
zweigungspunkt zusammen,  während  ein  solcher  Zusammenhang 
zwischen  den  übrigen  Blättern  unter  sich  nicht  besteht.  Dagegen 
winden  sich  alle  Blätter  um  den  Punkt  w  =  oo  derart,  daß  bei 
richtig  gewähltem  Drehsinn  ein  Umlauf  um  den  Punkt  w  =  oo 
nacheinander  durch  die  Blätter  1,  2,  3,  •  •  •  w,  1  führt. 

11.  Spezielle  Fälle,  a)  Die  Innenfläche  des  Winkels  an, 
dessen  Scheitel  in  z  =  0  und  dessen  einer  Schenkel  auf  der  po- 
sitiven ic-Achse  liegt,  wird  dm'ch  die  Funktion 

w  ==  z" 

auf  die  positive  «r-Halbebene  abgebildet.  (Das  gilt  auch,  wenn 
a  kein  genauer  Bruchteil  der  Einheit,  das  n  der  vorigen  Nummer 
keine  ganze  Zahl  ist.) 

b)  Der  zu  der  Fläche  unter  a)  gehörige  Sektor  des  Einheits- 
kreises  wird  durch  dieselbe  Funktion  auf  den  in  der  oberen  Halb- 
ebene gelegenen  Halbkreis  mit  dem  Durchmesser  (—  1  •  •  •  -|-  1) 
abgebildet. 

c)  Das  Kreisbogenzweieck  mit  den  Ecken  g  —  a,  z  =  h  und 

z  — -  et 

dem  Winkel   an   wird  nach  Nr.  8  durch  z'  —  c  • r  bei  ge- 

z  —  0 

eigneter  Konstantenbestimmung  auf  den  Winkelraum  unter  a)  und 

daher  durch  i 


w 


(z  —  a\a 


auf  die  Halbebene  abgebildet.  ^ 

d)  Der  Halbkreis  ist  ein  Kreisbogenzweieck  mit  a  —  y  •   Sind 

x;  =  ±  1    seine  Ecken   und  liegt  z  =  i  auf  dem  Bogen ,  so   ver- 
wandelt 

/        1^+1 

ihn  in   eine  den  ersten  Quadranten  bedeckende  Viertelebene  und 
in  die  positive  'Halbebene. 
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e)  Wendet  man  auf  die  unter  a),  c),  d)  erhaltenen  Funktionen 
iü  nochmals  die  Transformation 

1  w  —  i 

i  w  -\-i 

an,  so  geht  die  w-Halbebene  in  das  Innere  des  Einheitskreises  s 
über.  Man  kann  daher  Winkel,  Sektor,  Kreisbogenzweieck  auch 
auf  den  Einheitskreis  konform  abbilden.  Für  den  Sektor  soll  die 
Transformation  wirklich  angegeben  werden.    Der  nach  b)  durch 

w  =  z^  erhaltene  Halbkreis  wird  nach  d)  durch 

tv  =  —  \    ~  '-^ 
^  -1 

auf  die  Halbebene  und  diese  nach  e)  auf  den 
Kreis  abgebildet: 

1_  \   2 

i 


+  1 


f)  Die  von  0  nach  +  oo  geradlinig  aufgeschlitzte  ^'-Ebene  wird 
durch  w  =  yz  auf  die  Halbebene ,  durch  s  =  -^  ~- auf  den 

Kreis  abgebildet. 

g)  Der  längs  (0  •  •  •  +  l)  aufgeschlitzte  Einheitskreis  der 
;e-Ebene  (Fig.  23)  wird  durch  Ye  auf  den  Halbkreis,  mithin  durch 

auf  das  Innere  des  nicht  aufgeschlitzten  Einheitskreises  5  ab- 
gebildet.   Das  Resultat  folgt  auch  ohne  weiteres  aus  e)  für  a  =  2. 
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h)  Auf  der  reellen  Achse  der  ;?-Ebene  liegen  die  Punkte  a 
und  h  (a^h).  Die  Ebene  wird  längs  der  Achse  von  a  nach 
+  (X>  und  von  h  nach  —  oo  aufgeschlitzt,  oder  besser  ausgedrückt: 
die  ^-Ebene  wird  durch  einen  von  a  durch  das  Unendliche  nach 

l  geführten  Schnitt  gespalten.     Durch  /  =  "^Tt,   erhalten   wir 

statt  dieser  Figur  eine  Ebene,  die  von  0  (2"  ==  a)  über  l{z  =  00) 

nach  00  (r  =  &)  aufgeschlitzt  ist.    w  =  )//  führt  zur  Halbebene. 

i)  Ist  der  Schnitt  nicht  wie  unter  h),  sondern  direkt  von  a 

Z  —  Cl 

nach  b  geführt,  so  hat  man  zuerst  die  Abbildung  5'  = ^^^ 

heranzuziehen,  die  den  Punkt 
z  =  (X)  nach  —  1  bringt;  dem 
Schnitt  (a  •  •  •  Z>)  entspricht 
also  der  von  0  nach  00  ge- 
führte Schlitz  in  der  ^'-Ebene, 
der    nicht    durch    /  =  —  1    o¥ 


geht  (positive  reelle  Achse). 

k)    Die     rechte    ;er-Halb- 

ebene,     für     deren    Punkte 

a;  ^  0  ist,    sei  von  1  längs 

der  ic- Achse  bis  ins  Unend-      f^  Fig.  24. 

liehe  aufgeschnitten  (Fig.  24). 
Durch  die  Transformation 


■^. 


I 


xo 


Z—J. 

z+1 

geht  der  gerade  Schlitz  wieder  in  eine  Gerade,  die  Grenze  rc  =»  0 
in  einen  Kreis  über.  Durchläuft  man  den  ganzen  Rand  des  <e-Gebiets 
von 

Z  =  -\-  00  i  über  i,  0,  —  i,  cx),  1,  cx) 

in  einem   fortlaufenden  Zuge,  so  gelangt  man  entsprechend  von 
w  =^  1  über  i,  —  1,  —  i,  1,  0,  1. 

Hieraus  folgt  unter  Beachtung  des  innegehaltenen  positiven  Um- 
laufssinnes, daß  das  Innere  des  ;2'-Gebiets  auf  das  Innere  des  in 
der  M;-Ebene  gelegenen,  längs  (0  •  •  •  1)  aufgeschlitzten  Einheits- 
ki-eises  abgebildet  wird.  Die  Behandlung  kann  nach  g)  fortgesetzt 
werden. 

l)  Als  letzte  Anwendung  dieser  Art  wollen  wir  ein  gewisses, 


58 


III.  Spezielle  Abbildungsaufgaben. 


von  zwei  Geraden  und  einem  Kreisbogen  begrenztes  Dreieck  (Fig.  25) 
auf  einen  Halbkreis   abbilden.     Eine   spätere  Aufgabe   wird  die 

merkwürdige  Gestalt 
und  die  auffallenden 
Vorschriften  recht- 
fertigen. Das  abzu- 
bildende Gebiet  be- 
steht aus  drei  Teilen 
I,  II,  III.  Der  Teil  III 
ist  der  erste  Quadrant 
des  Einheitskreises  der 
;2;-Ebene,  Teil  II  der 
vierte  Quadrant  des- 
selben Kreises  und  Teil  I  die  Ergänzung  von  II  zur  vierten  Viertel- 
ebene.   Das  Innere  des  Gebiets  soll  so  auf  das  Innere  der  in  der 

negativen  Halbebene  s 
gelegenen  Hälfte  des 
Einheitskreises  abge- 
bildet werden ,  daß 
dem  durch  z  =  i,  0, 
oo  angezeigten  posi- 
tiven Umlauf  der  eben- 
^^  falls  positive,  durch 
die  entsprechenden 
Punkte  s  =  1,  —  1, 
—  i  führende  Umlauf  um  den  Halbkreis  entspricht. 

Bei  der  Reihe  aufeinanderfolgender  Abbildungen  ist  der  Text 
0  knapp  gehalten,  die  Figuren  aber  zeigen 

alles  deutlich.   Die 
Transformationen 
sind   derart   einge- 
richtet,    daß     nur 
gerade  Linien  und 

Kreisbogen  als 
Teile  der  Begren- 
zung auftreten.  In 
allen  Figuren  ist  die  Lage  der  Teile  I,  II,  III  zu  erkennen,  wobei 
zu  beachten  ist,  daß  alle  drei  Gebiete  nur  einen  Punkt  {z  =  l) 
gemeinsam  haben  und  daß  III  mit  11  und  II  mit  I  (nicht  aber  III 
mit  I)   zusammenhängt.    Die   Stellen,   an   welche   die   4  Punkte 


Fig.  35,  rv. 


Mg.  25,  V. 


7 

Fig.  26,  VI. 


11.  Spezielle  Fälle.  59 


z  =  i,  0,  oo,  1  gelangen,  sind  überall  besonders  hervorgehoben, 
und  durch  in  Klammern  beigefügtes  (i),  (0),  •  •  •  wird  auf  den 
Ursprung  in  der  ^-Ebene  hingewiesen.  Das  Bild  der  Strecke,  die 
die  Punkte  z  =  0  und  z  =  i  direkt  verbindet,  ist  in  allen  Ebenen 
durch  starken  Strich  kenntlich  gemacht. 

Durch   Transformation  mittels  reziproker  Radien    gehen  wir 
von  der  2^-Ebene  zu  der  5"^ -Ebene  über: 

.    z—1 
1  z  -\-  1 

Den  Punkten  z  ^  i^  0,  oo,  1  entsprechen 

^1  =  1»  h  —h  0. 

3 

Die  Abbildung  führt  zu  einem  Sektor  mit  dem  Winkel  ott  =  —  tt. 
Durch 


I  /z-l\^ 


^2=v  =  -C^' 


geht  der  Sektor  (bei  passender  Bestimmung  der  dritten  Wurzel) 
in  den  Halbkreis  der  ^g-Ebene  über.  Der  Strecke  (i  .  .  .  0)  ent- 
spricht aber  nicht,  wie  verlangt,  der  Durchmesser,  sondern  der 

fli 

Sechstelkreis,  der  die  Punkte  z^  =  1  und  z^='  e^  verbindet.  Die 
vier  Punkte 

z,  =  l,i,  -i,  0 
kommen  nach 

,  =  1  .T  ^  L+  »yi  _  1  0 

Durch 

.    z^  —  l 

wird  der  Übergang  zu  einer  Viertelebene  z^  vollzogen.  Unsere  vier 
Punkte  haben  die  Lage 

Indem  man  die  Viertelebene  durch  z^  auf  eine  Halbebene  abbildet, 
diese  wieder  durch  reziproke  Radien  in  eine  negative  Halbebene 
transformiert,  wobei  der  Strecke  ^  ==  (0  .  .  .  i)  der  positive  Teil 
der  Achse  des  Reellen  entspricht,  gelangt  man  durch  Wurzel- 
ziehung zur  Ebene • 

Leweut:  Konformu  AbbilduDg.  5 
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"^-Vsb-'^ 


wo    dem    <e  Gebiet    der    vierte    Quadrant    der  Ebene    entspricht. 

Die  vie 

Stellen 


Die  vier  bemerkenswerten  Punkte  der  ^^-Ebene  sind  hier  an  die 


.,  =  00,0,-.,-:^  I 

gerückt.     (Die  Vorzeichenbestimmung  ergibt  sich  ohne  weiteres 
aus  der  Figur.)    Durch 

^4  —  1 

^4  +  1     .  i 
wird  die  verlangte  Abbildung  auf  den  Halbkreis  geleistet.  Den  in  \ 
der  iS^-Ebene  markierten  Punkten  oder  den  Punkten  der  Ausgangs- 
ebene j 
^  =  i,  0,  cx),  1  \ 

entsprechen   die    auf   der  Begrenzung  des   Halbkreises   liegenden  J 

Punkte  i 

.    1—4  «1/3  I 

.=1,-1,-.,  —^-y--  I 

Die  einfach  auszuführende  Elimination  von  0^^^  g^i  ^s?  ^4  ^^^  ^^"  l 

Transformationsgleichungen  liefert  s  als  Funktion  von  z.  ] 

12.  Eine  andere  Methode,  erläutert  an  der  Abbildung  j 

w  ^  »^.  Wir  wenden  uns  zu  einer  Methode,  die  sich  oft  als  nütz-  j 

lieh    erweist.    Im   Anfang   der  Nummer  10   ist   sie    augedeutet.  \ 

Hier  soll  sie  auf  die  Abbildung  tv  =  z^  und  ihre  Umkehruug  an-  j 

gewandt  werden.  Aus  der  Darstellung  ] 

IV  r=.  u  -\-  iv  =  (x  -\-  iyy  =  x^  —  y^  -\-  2%  xy  ] 

ergeben  sich  zwischen  den  Cartesischen  Koordinaten  beider  Ebenen  : 

die  Beziehungen: 

(1)                           M  =  ic^  —  ?/*,      V  =  2xy.  \ 

Sie  besagen,  daß  die  Kurven  u  ==  const,  v  =  const  in  der  ;e;-Ebene  \ 

zwei    orthogonale    Scharen    gleichseitiger   Hyperbeln    sind.      Die  ■ 
Achsen   der  ;2-Ebene   sind   für  die   erste  Schar  Symmetrieachsen, 

für  die  zweite  Schar  Asymptoten  (Fig.  26).     Betrachten  wir  für  i 

eine  bestimmte  Hyperbel  2  ic?/  =  Vq  den  Ast,  dessen  Punkte  positive  j 

Koordinaten  besitzen.    Durchlaufen  wir  ihn  in  der  Kichtung  von  i 


12.  Eine  zweite   Methode  der  Abbildung. 
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a  (y  =  oo,  a;  •=  O)  über  l)(y  =  x)  nach  c  («/  =  0,  rc  =  oo),  so  erhalten 
wir  als  Bild  in  der  w-Ebene  (wegen  v  =  const)  eine  Parallele 
zur  Achse  des  Reellen,  deren  Punkte  der  Gleichung  ti  =  x^  —  y^ 
zufolge  im  Sinne  wachsender  Abszissen  von  A(u  =  —  oo)  über 
B  (u  =  0)  nach  C(u  =  -\-  oo)  durchlaufen  werden.  Hyperbeln 
V  =  const  mit  größerem  Parameterwert,  wie  [a^ ,  b^ ,  c^)  der  Figur, 
liefern  Gerade  (^j,  B^y  Cj),  deren  Abstand  von  der  Abszissen- 
achse größer  wird.  Daher  entsprechen  bei  der  Abbildung  w  «=»  «* 
den  zwischen  den  Hyperbelästen  (a,  ?>,  c)  und  («j,  6^,  q)  ge- 
legenen Punkten  umkehrbar  eindeutig  die  Punkte  des  Parallel - 
Streifens,  der  von  den  Geraden  (A,  B^  C)  und  (-4i,  B^^  C\)  be- 
grenzt ist.  Die  Funktion  w=  z* 
i->  bildet  das  zwischen  den  beiden 

Hyperbelästen    liegende    Flä- 
chenstück konform  auf  einen 


Fig.  26. 

Parallelstreifen  ab.  Rückt  (a, ,  6j,  Cj)  bis  ins  Unendliche,  so 
wandert  auch  B^  in  den  unendlich  fernen  Punkt.  Mithin  wird  durch 
w  =  z'  das  Innere  der  gleichseitigen  Hyperbel  xy  =  const  auf  eine 
Halbebene  abgebildet.  Läßt  man  («,  6,  c)  nach  der  andern  Seite 
in  die  positiven  Teile  der  x-  und  ?/- Achse  übergehen,  so  erhalten 
wir  die  uns  bekannte  Abbildung  der  Viertelebene  auf  die  Halb- 
ebene wieder. 

Wir  wollen  jetzt  umgekehrt  die  r-Ebene  durch 

ir  =  Yz 

abbilden.  (Die  Buchstabeuänderung  wird  nach  diesem  Hinweis 
gewiß  keine  Verwinning  hervorrufen.)  Aus  den  Gleichungen 

(2)  n^  —  v^  =  Xy     2 Mi?  =-  y 

folgt 
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(3  a) 
(3  b) 


y^  =  Au^  (u^  —  x)     bzw. 
y2  =  4i'^(«;^  +  x). 


Nach  (3  a)  entsprechen  den  Geraden  u  =  eonst  nach  links  sich 
öffnende  Parabeln  mit  dem  Scheitel  x  =  ti"  und  dem  Brennpunkt 
X  =  0^  If  =  0.  Der  orthogonalen  Schar  v  =  const  entsprechen 
nach  (3b)  wieder  Parabeln,  deren  Brennpunkte  im  Nullpunkte 
liegen,  die  die  ic-Achse  als  Symmetrieachse  besitzen,  die  sich  aber 
der  Lage  x  =  —  v^  ihrer  Scheitel  entsprechend  nach  rechts  ins 
Unendliche  erstrecken. 


1   « 


Fig.  27. 

Greifen  wir  wieder  aus  der  ersten  Schar  eine  bestimmte  Pa- 
rabel heraus,  etwa 


1 


(4) 


y 


2  


4(1-0.), 


die  dem  Parameter  u  ==  1  entspricht.  Ihr  Bild  (?/  =  l)  ist 
in  der  «<7- Ebene  die  durch  den  Punkt  iv  =  1  zur  «^- Achse  ge- 
zogene Parallele.  Dem  veränderlichen  Kurvenpunkte  (ic,  y)  ent- 
spricht der  für  u  =  1  aus  der  zweiten  Gleichung  (2)  sich  be- 
rechnende Wert  V  =  ~r  •  Verfolgt  man  also  die  Parabel  im  Sinne 

a,  ?;,  c  (Fig.  27)  von  Punkten  mit  großer  positiver  Ordinate  durch 
l){y  =  0)  zu  Punkten  mit  großer  negativer  Ordinate,  so  wird  die 
Gerade  w  =  1  immer  in  der  Richtung  A,  B^  C  vom  positiv  Un- 
endlichen durch  5  («;  =  0)  nach  dem  negativ  Unendlichen  durch- 
laufen.   Läßt  mau,  wie  in  der  vorigen  Aufgabe,  den  Parameter  u 
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von  1  an  stetig  wachsen  bis  zu  dem  Werte  u  =  Uq,  so  wird  das 
ganze  Gebiet  zwischen  den  beiden  Parabeln  u  =  1  und  u  =  Uq 
„ausgefegt".  Durch  tv  =  y  Z  wird  daher  das  Gebiet,  das  von  den 
beiden  Parabeln  begrenzt  wird,  auf  einen  (vertikalen)  Halbstreifen 
abgebildet.  Der  Bereich  der  ^-Ebene  geht  in  das  Äußere  der 
Parabel  (4)  über  und  gleichzeitig  der  Parallelstreifen  in  die  rechts 
von  der  Geraden  u  =  \  gelegene  Halbebene,  wenn  der  Parameter 
?<Q  unendlich  groß  wird.    Wir  haben   daher  gefunden,  daß  das 

Äußere  der  Parabel  (4)  durch  ic  =  "^ z  auf  die  Halbebene  «*  >  1 

2 
abgebildet  wird.    Da  durch  5  = 1   diese  Ebene  in  den  Ein- 
heitskreis übergeht,  können  wir  den  Satz  aussprechen: 

2 
Durch  die  Funktion  5  =  — ::  —  1  wird  das  Äußere  der 

^/z 

Parabel  ^*  =  4  (l  —  x)  zusammenhängend  und  in  den 
kleinsten  Teilen  ähnlich  so  auf  das  Innere  des  Einheits- 
kreises abgebildet,  daß  dem  Scheitel  {z  =  l)  der  Punkt 
s=  1  und  dem  Punkte  ^  =  4  der  Mittelpunkt  des  Kreises 
entspricht. 

Der  unendlich  ferne  Punkt  z  =  oo  kommt  nach  s  =  —  1,  und 
dem  außerhalb  des  betrachteten  ^^-Gebiets  liegenden  Brennpunkt 
ä;  ==  0  entspricht  der  äußere  Punkt  des  Kreises  s  =  oo.  Es  ist 
vielleicht  nicht  überflüssig,  darauf  hinzuweisen,  daß  nicht  etwa  das 
Innere  der  Parabel  auf  das  Äußere  des  Einhoitskreises  oder  auf 
die  links  von  ii  =  1  gelegene  Halbebene  tv  abgebildet  wird.  Wir 
wissen  ja,  daß  durch  w^  =  z  die  zweiblättrige  Riemannsche  Fläche, 
die  die  ganze  <c;- Ebene  doppelt  überdeckt,  punktweise  eindeutig 
der  einfachen  «/-Ebene  zugeordnet  wird.  Die  zweite  Hälfte  der  tv- 
Ebene  ist  daher  das  konforme  Abbild  desjenigen  Flächen stücks, 
das  das  Äußere  der  Parabel  zur  zweiblättrigen  Riemannschen 
Fläche  ergänzt. 

Wenn  in  der  oben  angestellten  Betrachtung  die  Parabel  mit 
kleinerem  Parameterwert  durch  abnehmendes  u  allmählich  in  die 
doppelt  bedeckte  negative  a;- Achse  übergeht,  ergibt  sich  die  Ab- 
bildung der  aufgeschlitzten  ^:- Ebene  auf  eine  Halbebene  tv. 

13.  Abbildung  von  Gebieten,  deren  Begrenzung  von 
Ellipsen  oder  Hyperbeln  gebildet  wird.  Die  mit  reellen 
Konstanten  gebildete  Funktion 

ß 
w  =  az  -{■  -^ 
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liefert  eine  Abbildung,  bei  der  nach  den  Gleichungen 

(1)  »  =  ^(x^-7'+«).     "  =  -2'(.Sr^.-«) 

den  Geraden  u  =  const,  v  =  const  in  der  2:-Ebene  Kurven  dritter 
Ordnung  entsprechen;  ebenso  entsprechen  den  Geraden  a;  =  const, 
y  =■  const  in  der  w;-Ebene  Kurven  dritter  Ordnung.  Interessanter 
sind  die  Bilder  der  Kreise 

(2)  x^-\-y^  =  r^ 

und  ihrer  orthogonalen  Trajektorien,  der  Geraden 

(2a)  1-  =  «. 

Unter  der  Bedingung  (2)  ergibt  sich  aus  (l): 

Eliminiert  man  dagegen  x  und  y  aus  (l)  unter  Hinzuziehung  von 
(2a),  so  erhält  man: 

u^ v*__ 

(3a)  4«^         4.a§'  c'  ^     ' 

1  +  c«       T-f  c'" 

Die  Gleichung  (3)  stellt  eine  Schar  kon fokaler  Eflipsen  dar. 

Denn  aus  den  Halbachsen  ci  =-±^y~T  -\-  ar\  ^    ^  =  i("^ '^^') 

findet  man  für  alle  Ellipsen  dieselbe  lineare  Exzentrizität  c  = 
y»^  —  h^  =  '2'Yaß .  Die  Hyperbeln  (3a)  sind  zu  der  Schar 
der  Ellipsen  orthogonal,  weil  die  Abbildung  konform  ist;  sie 
sind  weiter  auch  kon  fokal  und  besitzen  dieselben  Brennpunkte 
wie  die  Ellipsen.    Aus  den  Halbachsen 


+  c'    yi  +  c«'       yi  +  c« 

folgt  nämlich  a^  +  h'^  =  el 

Umständlichen  Fallunterscheidungen  gehen  wir  durch  die 
Spezialisierung  «  =  1,  j^  =  +  4-  ^-us  dem  Wege.  (Für  ß  =  —  ^ 
sind  oben  a  und  h  zu  vertauschen.)  Wir  beschäftigen  uns  also  mit 
den  Funktionen 
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\ 


(4) 
und 

(4a) 


(4  a)  geht  in  (4)  über,  wenn  z  durch  ig  und  tv  durch  iiv  ersetzt, 
beide  Ebenen  also  um  90^  gedreht  werden.  Damit  ist  (4a)  er- 
ledigt. Beide  Fälle  (4)  und  (4  a)  könnten  wir  mit  der  Bemer- 
kung abtun,  daß  die  Gleichungen  mit  den  anderen 

i^-=(i^Y  bzw.  !^=p-+iy 

l-\-W  \l-i-  2/  W  —  t  \z  —  tj 


Fig.  28. 

identisch  sind,  die  Abbildungen  (4)  und  (4  a)  mithin  nach  vor- 
hergegangenen Transformationen  beider  Ebenen  mittels  reziproker 
Radien  auf  die  in  Nr.  10  behandelte  Abbildung  w  ==  z^  führen. 
Jedoch  bietet  das  unmittelbare  Studium  der  Funktion  (4)  eine 
l)ossere  Einsicht.  Anklänge  an  Früheres,  namentlich  an  einige 
der  unter  a)  bis  k)  der  Nr.  11  behandelten  Abbildungen  werden 
auffallen;  sie  sollen  aber  nicht  weiter  verfolgt  werden. 

Jetzt  ist  fttr  beide   Kurvenscharen   die   Exzentrizität   c  =  1, 

für  die  dem  Kreis  (r)  entsprechende  Ellipse  ist  a  =  -^  ( V  A  i 

1/1\  i  \r         j 

&  =-  —  ( r\  und  für  die  der  Geraden  y  ^^  ex  entsprechende 

Hyperbel  schließlich  a  = --=^, .  &'  = 


Mit  der  für 


1/1  -f  c« 
den  Wert  h  getroffenen  Wahl  des  Vorzeichens  ist  eine  Beschrän- 
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kung  auf  Kreise  gegeben,  deren  Radius  kleiner  als  1  ist.  Nimmt 
r  von  einem  bestimmten  Wert  (<C  1)  stetig  ab  bis  0,  so  über- 
streicht der  sich  immer  mehr  verengende  Kreis  das  ganze  Innere 
des  Kreises  (r).  Gleichzeitig  nehmen  a  und  h  zu  und  wachsen  über 
jedes  angebbare  Maß  hinaus;  die  veränderliche  Ellipse  fegt  daher 
das  ganze  Gebiet  der  w-Ebene  aus,  das  außerhalb  der  festen,  zum 
Parameter  r  gehörigen  Ellipse  liegt.  Das  Äußere  dieser  Ellipse 
ist  also  auf  das  Innere  des  Kreises  (r)  abgebildet.  Will  man  die 
Abbildung  auf  den  Einheitskreis  anstatt  auf  den  Kreis  mit  dem 

Radius  r  (=  a  —  h\  so  ist  z  durch  —~j^  zu  ersetzen.  Die  zwischen 

den  Punkten  beider  Flächen  bestehende  Beziehung  lautet 

{a  —  hyz^ -{-1 
^^  2(a  — ft)^ 

oder  umgekehrt: 

Die  Funktion  z  = — v vermittelt     die     kon- 

forme   Abbildung    des   Äußeren   der  Ellipse  — j4-ii=l 

(a^  —  h^  =  l)  auf  das  Innere  des  Einheitskreises  der  s- 
Ebene. 

Das  Vorzeichen  in  der  Funktion  0  von  tv  ist  richtig  gewählt, 
weil  dem  Punkte  w  =  00  ein  innerer  Punkt  (z  =  0)  entsprechen 
muß,  bei  entgegengesetztem  Vorzeichen  der  Quadratwurzel  aber 
Z  =  00  für  w  =  00  werden  würde.  Das  Ringgebiet  zwischen  zwei 
konfokalen  Ellipsen  wird  gleichzeitig  auf  einen  Ring  zwischen  zwei 
konzentrischen  Kreisen  abgebildet.  Läßt  man  den  Parameter  r  in 
Null  übergehen,  so  zieht  sich  die  Ellipse  auf  das  doppelt  bedeckte, 
zwischen  den  beiden  Brennpunkten  gelegene  Stück  der  reellen 
Achse  zusammen,  und  die  Funktion  z  =  tv  —yw^  —  1  gibt  eine 
Abbildung  der  längs  dieser  Strecke  aufgeschlitzten  ««;- Ebene  auf 
den  Einheitskreis  (Nr.  11). 

Wir  untersuchen  nun  genauer,  wie  sich  die  Punkte  der  Ge- 
iz 
raden  —  ==  c  und  der  Hyperbel 

X 

(1   +c2)?^2_ljfA\2_i 
C 

einander  zuordnen  Wir  nehmen  c  >  0  an  und  betrachten  nur 
den  im  ersten  Quadranten  verlaufenden  Strahl,  für  den  x  und  y 
positiv  sind.    Für  y  =  ex  wird: 
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+  ^),    "  =  -|((r+W-4 


4-  c^x 

Für  sehr  kleine  positive  Werte  x,  also  nahe  dem  Ursprungs- 
punkte 0  des  Strahls  i/  =  cx^  ist  u  sehr  groß  positiv,  v  negativ 
von  sehr  großem  absoluten  Betrage.  Wandert  der  Punkt  auf  dem 

Strahl  von  0  fort,  so  wird  u  kleiner,  v  größer.   Für  x  =    , 

=  d  ist  i?  =  0  geworden  (Scheitel),  u  hat  seinen  (stets  positiven) 
kleinsten  Wert  u  =  d  erreicht.  Von  nun  ab  bleiben  u  und  v  po- 
sitiv und  werden  mit  x  unendlich  groß.  Dem  von  der  negativen 
zur  positiven  Seite  durchlaufenen  rechten  Ast  der  Hyperbel  c  ent- 
spricht der  von  0  ins  Unendliche  verfolgte,  im  ersten  Quadranten 
gelegene  Strahl  y  ==  ex  (Fig.  28). 

Größeren  Werten  c  gehören  steilere  Gerade  y  =  ex  an  und 
entsprechend  Hyperbeläste,  die  sich  mit  den  Scheiteln  der  i?-Achse 
mehr  nähern.  Wächst  e  von  q  bis  Cg,  so  überstreicht  der  Strahl 
der  ^:-Ebene  die  Fläche  eines  spitzen  Winkels,  während  der  ver- 
änderliche Hyperbelast  das  ganze  zwischen  den  Asten  c  =  q  und 
c  =  c^  befindliche  Gebiet  ausfegt.  Der  Winkel  und  der  von  den 
Hyperbeln  begrenzte  Bereich  sind  somit  konform  aufeinander  ab- 
gebildet. Die  Hyperbel  c  =  c^  geht  für  Cj  =  oo  in  die  «;-Achse 
über,  der  Strahl  y  =  ex  ftlllt  mit  der  positiven  y-Achse  zusammen. 
Auch  das  von  dem  Ast  der  Hyperbel  c  =  q  und  der  Achse  des 
Imaginären  (imaginären  Achse)  eingeschlossene  Gebiet  ist  auf  einen 
Winkel  abgebildet.  Die  Größe  des  Winkels  a  findet  man  aus 
cot   «  =  Cj    zu    a  =  arc  cot  Cj    mit    der    näheren    Bestimmung 

0  <  a  <  -X-  •  Der  Hyperbelast  c  =  q  verwandelt  sich  für  (\  =  0 
in  den  vom  Brennpunkt  w  =  1  ins  Unendliche  reichenden  Teil 
der  Achse  des  Reellen.  Die  Funktion  z  =  w  —  ]/w;^  —  1  bildet 
daher  auch  (Nr.  ll)  die  längs  (l  •••-!-  oo)  aufgeschlitzte  rechte 
Halbebene  auf  eine  Viertelebene  ab.  Da  die  Abbildung  eines  Win- 
kels auf  die  Halbebene  (oder  den  Kreis)  nach  Nr.  10  bekannt  ist, 
können  alle  genannten  Gebiete  auch  auf  die  Halbebene  abgebildet 
werden.    Für  die  gleichseitige  Hyperbel  c  =  1  beispielsweise  ist 

a  =  — ,  und  man  hat  nur  von  z  zu  z^  überzugehen,  um  das  von 

der  gleichseitigen  Hyperbel  und  der  d;-Achse  begrenzte  Gebiet  auf 
eine  Halbebene  abzubilden. 

Es  ist  leicht  zu  sehen  (am  einfachsten  nach  einem  später  aus- 
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i 

einanderzusetzeiiden  Prinzip),  daß  gleichzeitig  der  in  bezug  auf  , 

die  imaginäre  Achse  gespiegelte  Bereich  der  tv-'Ehene  und  der  ; 
ebenfalls  an  der  imaginären  Achse  symmetrisch  wiederholte  Winkel 
der  ;2;-Ebene  einander  entsprechen.    Durch  die  Funktion 

z  =  w  ~Yiv^^  1  l 

wird  mithin  das  äußere  (den  Mittelpunkt  enthaltende)  Gebiet  der  | 

Hyperbel  k 

auf  einen  Winkel  2cc  abgebildet,  für  den  ,' 

a  =  arc  cot  c  ( 0  <  a  <  — -J  ist.  j 

Für  of  =  —  ergibt  sich  (Nr.  ll)   die  Abbildung  der  von  den  i 

Punkten  -|-  1  und  —  1  beiderseits  ins  Unendliche  aufgeschlitzten  j 

tv'Ejhene  auf  die  positive  Halbebene  z.  i 

Die  singulären  Punkte  der  Abbildung  I 

I 

"'  =  4(^  +  7)  I 

ergeben  sich  aus  -j-  =  y  (^ V      ^^®  ^^^^  ;S  ==  0,  ;2  =  +  1,  \ 

^  =  —  1.    Der  Punkt  ^:  =  0  ist  ein  Pol  erster  Ordnung.    In  der  1 

Umgebung  der  Stelle  z  =  1  (ähnlich  für  z  =  —  l)  ist  | 

io=~[s+  i™(^  J  =  |[«+  1  +(1  -^)  +  (l-^)^  +  ---l  \ 

oder  1 

w  -  1  =-  Y^l  -  zf  '  [1  -{-  {1  -  z)  +  "  -\.  \ 

I 

Den  Punkten  ^^  =  ^3  1  entsprechen  Windungspunkte  erster  Ord-  i 

nung  in  der  w;-Ebene.  Die  Punkte  e^;  ==  ^  1   sind  einfache  Ver-  ] 

Zweigungspunkte  für  das  Argument  der  Funktion  z,  wie  ja  aus  l 


z  =  w  —  yw^  —  1 

auch  ohne  weiteres  erhellt. 
An  die  Gleichungen 


"-f(i  +  irT7')'    ^--TtT7'-0 
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anknüpfend  bemerken  wir,  daß  für  x  =  0  auch  u  =  0  wird.    Da 

für  verschwindendes  x  sich  v  =  —ly J  ergibt,  wird  die  ganze 

imaginäre  Achse  u  =  0  in  der  Richtung  von  oben  nach  unten 
durchlaufen,  wenn  sich  z  auf  der  ?/- Achse  von  oben  her  bis  0  be- 
wegt.    Es  gehören  zusammen: 


Oü  i,    ?,    0 


und 


w  =  oo  i,  0,  —  <x>i. 
Man  erhält  v  =  0  für  die  Gerade  «/  =  0  und  den  Einheitskreis 


-f-  2/^  =  1.    Für  y  =  0  wird  w  =  y  (^  "1 )  '      Hieraus    er- 


ir(vr) 


nviviii 


iv'Cviir) 


Fig.  29. 


kennt  man:  Bewegt  sich  z  auf  der  a;-Achse  von  z  '^  -\-  oo  nach 
.:  =  1 ,  so  wandert  w  auf  der  »-Achse  von  w  =  -\-  <X)  nach  iv  =  1. 
Denselben  Weg  durchläuft  iv  lückwärts,  wenn  z  die  Strecke 
( 1  ...  0)  zurücklegt.  Wenn  z  den  negativen  Teil  der  iC-Achse 
sich  entlang  bewegt,  geht  w  längs  der  «-Achse  von  —  oo  bis 
/um  Punkte  «t  =  —  1 ,  der  dem  Punkte  z  =  —  1  entspricht.  In 
diesem  Punkte  kehrt  w  um  und  entfernt  sich  wieder  ins  Unend- 
liche. Es  entsprechen  sich  also 


+  OÜ,   1 


0, 


oo 


und 


to 


1, 

1,-00 


-f  00,  1,  ±  CX), 

Für  Punkte  des  Kreises  x^  -\-  y^  =  1  ist  v  =  0  und  w  =»  x. 
Bei  einem  Uralauf  des  Punktes  z  bewegt  sich  tv  zwischen  den 
Pimkten  -|-  1  ""d  —  1  auf  der  u-Achse  hin  und  her,  wobei  sich 
entsprechen: 
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Ä=  1,    i,  —  1,  -  i,  1 
und 

w=  1,  0,  —  1,      0,  1. 

Durch  die  Achsen  und  den  Einheitskreis  wird  die  ^-Ebene  in 
acht  Gebiete,  I  bis  VIII  der  Figur  29,  zerlegt.  Wir  umfahren 
das  Gebiet  I  in  positivem  Sinne  und  merken  besonders  die  Punkte 

^  =  1,  +  oo,  +  ^^  «j  i-,  1 
an.    Zu  diesem  Liuienzuge  gehört  in  der  «^^-Ebene  der  Weg 

-      e(;  =  1,  -|- oü,  +  ooi,  0,  1, 

der  als  positiver  Umlauf  um  die  erste  Viertelebene  tv  aufzufassen 
ist.  Das  von  diesem  Zuge  umschlossene  Gebiet  V  entspricht 
punktweise  eindeutig  (wie  leicht  zu  sehen)  den  Punkten  des  Ge- 
biets I.  Beide  Gebiete  sind  daher  konform  aufeinander  abgebildet. 
Von  der  Zuordnung  der  Bereiche  II,  III,  IV  und  der  Viertelebenen 
II',  Iir,  IV'  überzeugt  man  sich  ebenso.  Die  Abbilder  von  V  bis 
VIII  decken  sich  mit  denen  von  I — IV  und  werden  in  einem 
zweiten  Blatt  untergebracht.  Die  Gebiete  T  und  IV'  hängen 
nur  längs  (O  .  .  .  l),  dem  I  und  IV  trennenden  Kreisbogen  ent- 
sprechend, zusammen.  Die  beiden  Blätter  sind  demnach  von  -f  1 
bis  -f  Oü  (ebenso  von  —  1  bis  —  cx))  aufzuschlitzen.  Verbindet 
man  wieder  wie  früher  die  übereinander  liegenden  Ränder  der 
Schnitte  über  Kreuz,  so  erhält  man  die  zu  der  algebraischen 
Funktion  z  =  w  —  yiv^  —  1  gehörige  zweiblättrige  geschlossene 
Riemannsche  Fläche. 

14.  Abbildung  durch  einige  einfach  periodische  Funk- 
tionen. Unter  den  transzendenten  Funktionen  verdient  die  Funk- 
tion w  =  f{z)  =  &  und  ihre  Umkehrung  z  =  9(«')  =  \ts.w  die 
erste  Stelle. 

I.  Die  Funktion  iv  =  e  besitzt  die  Periode  'In'i.  Denn  weil 
g2;r.  ^  1  ist,  besteht  die  Gleichung 

f{z  +  2;ti)  =  e^  +  2^»  =  e^e^'""  =  c*  =  f{ß). 

II.  Der  zwischen  den  Geraden  ?/  =  0  und  y  =  2Tt  liegende 
Parallelstreifen  von  der  Breite  2  %  ist  ein  Fundamentalbereich  der 
^-Ebene.  Dabei  sind  die  Punkte  der  Geraden  y  =  2%  dem  Be- 
reich nicht  zuzuzählen. 

Denn  l)  existiert  zu  jedem  Punkte  Zq  der  ^^-Ebene  ein  und 
nur  ein  (zu  ihm  modulo  27ti  kongruenter)  Punkt  Zq  im  Innern 
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oder  auf  dem  Rande  «/  =  0  des  Streifens,  der  nur  um  ein  ganz- 
zahliges Vielfaches  von  Zq  verschieden  ist;  w  nimmt  also  sicher 
alle  Werte,  deren  es  fähig  ist,  für  die  Punkte  Zq  des  Streifens  an. 
2)  Es  wird  sich  zeigen,  daß  zu  verschiedenen  Punkten  Zq  auch 
verschiedene  Punkte  iv  gehören  und  allen  Punkten  des  Streifens 
die  Gesamtheit  aller  Punkte  der  «(;-Ebene  entspricht. 

Aus   w  =  ?«  +  iv  =  e^+*y  =  e^e'i'=  e^(cos  ?/  -f  isiny)  folgt: 

(l)  ?<  =  e^cos2/,     t;  =  e^sin2/. 

V 

in.  Den  Geraden  y  =  const  entsprechen  die  Strahlen  —  =  tg  ^ 

der  «'-Ebene. 

Für  0  <^  <  —  sind  nach  (1)  ?/  und  v  beide  positiv.    Der 

Strahl  —  =  tg^  fällt  also  für  «/  =  0  mit  der  positiven  w- Achse 
u 

zusammen  und  dreht  sich  in  positivem  Sinne  um  90®,  wenn  die  Ge- 
rade y  =  const  eine  Parallelverschiebung  zur  ?/- Achse  von  y  =  0 

]jis  y  =  ^  erfährt.    Er  überstreicht  den  zweiten,  dritten,  vierten 


Quadranten,  wenn  die  Gerade  y  =  const  weiter  von  y  =  —  bis 

y  =  7t,   von  y  =  71  bis  y  =  -^   und   von   «/  =  -5-   bis    2  7t  ver- 

schoben  wird.  Gleichgroßen  Verschiebungen  der  Geraden  ent- 
sprechen übrigens  Drehungen  des  Strahls  um  gleiche  Winkel. 
Durchläuft  man  die  Gerade  y  =  const  von  links  nach  rechts,  so 
wandert  der  Bildpunkt  w  auf  dem  Strahl  von  w  =  0  (für  x  =  —  00) 
durch  die  Peripherie  des  Einheitskreises  (x  =  0)  ins  Unendliche 
{x  =  00).  Die  Punkte  des  Parallelstreifens  zwischen  y  =  y^  und 
y  =  yi  werden  daher  den  Punkten  zwischen  den  entsprechenden 
Strahlen  eindeutig  zugeordnet;  der  Parallelstreifen  ist  mithin  auf 
den  Winkel  abgebildet  (der  seinerseits  nach  Nr.  IIa  auf  die  Halb- 
ebene oder  den  Kreis  abgebildet  werden  kann).  Insbesondere  gilt 
der  Satz: 

IV.  Der  durch  die  üngleichheitsbedingung  0  <  </  <  7t  bestimmte 
Parallelstreifen  wird  durch  die  Funktion  w  =  e'  konform  auf  die 
positive  Hälfte  der  w-Ebene  abgebildet. 

Damit  ist  gleichzeitig  die  Abbildung  aller  derjenigen  Gebiete 
:iuf  die  Halbebene  gewonnen,  die  sich  auf  den  Parallelstreifen  ab- 
bilden lassen,  ähnlich  den  von  Parabeln  und  Hyperbeln  begrenzten 
Fläclion  (vgl.  Fig.  2G,  27).   Zu  diesen  Gebieten  gehört  auch  das 
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Kreisbogenzweieck  mit  Spitze  der  Nr.  8  b,  das  beispielsweise  von 
der  Achse  des  Reellen  und  dem  Kreis  mit  dem  Radius  1  und 
dem  Mittelpunkt  z  =  i  begrenzt  sei  (Fig.  18).     Das  zweispitzige 

Gebiet  wird  durch  z^  = auf  einen  Parallelstreifen  abgebildet, 

dessen  Grenzen  «/^  =  0  und  y^  =  l    der  rr- Achse  und  dem  Kreise 

^^  -\-  y^  =  2 2/  entsprechen.     Durch  ^^  "^  '^nz^  = wird  der 

z 

Streifen    auf  die  Breite  tt  gebracht    und   dann   durch  tv  =  e'-^  = 

e  '  auf  die  Halbebene  abgebildet.  Der  rechten  Spitze  z  =  0 
entspricht  dabei  der  Punkt  iv  =  0  (der  linken  der  Punkt  w  =  oo). 
Bemerkenswert  ist  das  Ergebnis: 

V.  Durch  die  Funktion  w  =  e  *  wii'd  die  Unigebung  der 
von  einem  Kreisbogen  und  der  positiven  Hälfte  der  ar-Achse  gebil- 
deten Spitze  auf  die  Umgebung  des  Scheitelpunkts  eines  gestreckten 
Winkels  konform  abgebildet. 

Natürlich  hört  die  Konformität  in  dem  singulären  Punkt  ^  =  0 
auf;  entspricht  doch  bei  dieser  Abbildung  einem  Winkel  von  0® 
ein  solcher  von  180^.  Außer  diesem  (wie  so  vieles  andere  von 
H.  A.  Schwarz  herrührenden)  Beispiel  ist  wohl  auch  heute  noch 
keine  weitere  Abbildung  einer  Spitze  mit  vorgeschriebenen 
sich  berührenden  Linien  bekannt.  (Dagegen  ist  es  nicht  schwer, 
Funktionen  herzustellen,  durch  die  sicher  die  Abbildung  einer 
Spitze  auf  einen  gestreckten  Winkel  erreicht  wird;  nur  ergeben 
sich  die  Gleichungen  der  analytischen  Linien,  durch  deren  Berüh- 
rung die  Spitze  gebildet  wird,  erst  nachträglich  aus  der  Form 
der  Funktion:  einfache  Ergebnisse  sind  auf  diesem  Wege  nicht 
erzielt  worden.) 

Der  Streifen  0  ^  i/  <  27r  wird  durch  iv  =  f-  auf  die  ganze 
längs  der  positiven  Hälfte  der  Achse  des  Reellen  aufgeschlitzte 
«r-Ebene  abgebildet.  Die  Ränder  des  Schlitzes  entsprechen  dabei 
den  Geraden  y  =  0  und  y  =  27t^  die  nicht  miteinander  zusammen- 
hängen (außer  in  5^  =  <X)).  Die  Verschiebung  der  Geraden  y  =  const 
von  27r  bis  47r,  von  4%  bis  Gtt,  .  .  . ,  auch  von  0  bis  —  27r,  von 
—  2 TT  bis  —  47r,  .  .,  liefert  immer  wieder  die  ganze  w-Ebene, 
die  daher  mit  unendlich  vielen  Blättern  zu  überdecken  ist,  wenn 
man  nach  dem  Vorgange  Riemanns  ein  Bild  von  der  unendlichen 
^-Ebene  entwerfen  will.  Auf  der  unendlich  vielblättrigen  Riemann- 
schen  Fläche  ist  die  Funktion  z  =  \nw  eindeutig,  während  in  der 
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schlichten  «?-Ebene  der  Logarithmus  unendlich  vieldeutig,  nur  bis 
auf  Vielfache  von  27ti  bestimmt  ist.  Die  Blätter  der  Riemannschen 
Fläche  hängen  miteinander  zusammen,  da  der  negative  Rand  eines 
Schlitzes  und  der  positive  Rand  des  Schlitzes  im  folgenden  Blatt 
aneinanderzuheften  sind. 

III  a.  Bei  der  Abbildung  durch  w  =  e'  entsprechen  nach  (1) 
den  Geraden  x  =  const  die  Kreise  u^  -\-  v^  ==  e^^.  Der  Punkt  w 
wandert  auf  diesen  Kreisen  von  (f^  über  ie^^  —  e^'  nach  —  ie^  bis 
e^  zuiück,  wenn  der  Punkt  z  sich  auf  der  Geraden  x  =  const  von 

7t  3 

//  =  0  aufwärts  durch  — ,  jt,  -- tt  bis  27r  verschiebt. 

Nach  den  Sätzen  III.  und  III a.  entsprechen  sich  die  inneren 
Punkte  eines  Rechtecks,  das  von  zwei  Paaren  achsenparalleler 
Geraden  der  ^-Ebeue  gebildet  wird,  und  die  inneren  Punkte  eines 
„Rechtecks"  der  i^^-Ebene,  von  dem  zwei  gegenüberliegende  Seiten 
Bogen  konzentrischer  Kreise,  die  beiden  andern  Stücke  von  Ra- 
dien sind.    Speziell  gilt: 

VI.  Durch  z  =  \n  w  wird  ein  längs  der  positiven  Hälfte  der 
Achse  des  Reellen  aufgeschnittener  konzentrischer  Kreisring  auf 
ein  Rechteck  von  der  Höhe  Stt  in  der  ^-Ebene  abgebildet.  Und 
weiter: 

VII.  Durch  w  =  6'  wird  der  links  von  der  imaginären  Achse 
liegende  Teil  des  Streifens  0  ^  i/  <  tt  auf  das  Innere,  der  rechts 
gelegene  Teil  auf  das  Äußere  des  halben  Einheitskreises  abgebildet, 
und  zwar  derjenigen  Hälfte,  auf  der  die  Punkte  -f  1,  /,  —  1  liegen. 

Mittels  einer  passend  gewählten  quadratischen  Funktion  von 
e^  wird  daher  jeder  der  beiden  Halbstreifen  auf  eine  Halbebene  ab- 
gebildet. 

Die  Funktionen 

sm  z  =     -gr  ~  '       ^^^^^ 2 

bedürfen  keiner  besonderen  Behandlung  mehr.    Denn  es  ist  sin  z  = 

cos  ( Y  —  e\ ,  und  die  durch  cos  z  vermittelte  Abbildung   ergil)t 

sich  folgendermaßen:  Durch  positive  Drehung  der  2'-Ebene  um 
90°  geht  z  in  zl  über.  Die  Abbildung  der  Ebene  zi  durch  die 
Exponentialfunktion  r,  =  e'*  ist  soeben  erörtert  worden.  Weitere 
Transformation    durch    die    aus    Nr.  13    bekannte  Funktion  w  = 

„  l-e^i  H )   liefert  die  Abbildung  durch  cos^*. 
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Die  Benutzung  früherer  Resultate  liefert  z.  B.  den  Satz: 
VIII.  Die  Funktion  w  =  cos^;  vermittelt  die  Abbildung  eines 
vertikalen  Streifens  der  ^^-Ebene  (O  ^  iC  <  tt)  von  der  Breite  n 
auf  die  längs  der  negativen  Hälfte  der  Achse  des  Reellen  auf- 
geschlitzte «t^'-Ebene,  wobei  den  zum  Rand  parallelen  Geraden  und 
den  darauf  senkrechten  Strecken  im  Innern  des  Streifens  die 
Scharen  konfokaler  Hyperbeln  und  Ellipsen  mit  den  Brennpunkten 
w  =  ±  1  entsprechen. 

Ein  Streifen  in  ähnlicher  Lage  war  uns  früher  schon  begegnet, 
als  wir  (Nr.  12)  das  Äußere  der  Parabel  «/^  =  4(1  —  x)  durch 
^j  =  yz  auf  diejenige  Halbebene  z^  abgebildet  fanden,  deren 
Punkte  rechts  von  der  durch  z^  =  1  gehenden  vertikalen  Geraden 
liegen.  Da  bei  der  getroffenen  Wahl  des  Zweiges  der  Quadrat- 
wurzel die  Abbildung  der  ganzen  längs  der  negativen  Hälfte  der 
Achse  des  Reellen  aufgeschlitzten  2;-Ebene  auf  die  rechte  Halb- 
ebene z^  (also  auf  die  Halbebene,  wo  der  reelle  Teil  von  %  ^  0 
ist)  erfolgt,  so  ist  gleichzeitig  durch  z^  =  Yz  das  längs  (0  . . .  —  cx)) 
aufgeschlitzte  Innere  der  Parabel  auf  den  Vertikalstreifen  abge- 
bildet, dessen  Grenzen  die  durch  die  imaginäre  Achse  der  ^j-Ebene 
und  die  durch  ^^  =  1  dazu  gezogene  Parallele  sind.  Erstere  Ge- 
rade entspricht  mit  dem  oberhalb  bzw.  unterhalb  der  reellen  Achse 
liegenden  Teil  dem  einen  bzw.  andern  Ufer  des  Schlitzes  längs  der 

Parabelachse.    Der  Streifen  Z2  =  -^7tZi  hat  die  Breite  —7t.      Er 

wird  nach  dem  etwas  modifizierten  Satz  VIII  durch  z^  =  cos  z^  auf 
die  von  -}-  1  bis  +  ^^^  aufgeschlitzte  Halbebene  (/'  -f-  IV')  der 
Fig.  29b  abgebildet.  Punkte,  die  am  Schnitt  der  Parabelachse 
und  Punkte,  die  zu  beiden  Seiten  des  Schlitzes  in  der  ^g-Ebeue 
einander  gegenüberliegen,  sind  durch  die  Abbildung  des  ^-Gebiets 
auf  das  ;2;3-Gebiet  zugeordnete  Punkte.  Die  Abbildung  des  Parabel- 
innern  auf  die  rechte  Halbebene  z^  bleibt  zusammenhängend  und 
in  den  kleinsten  Teilen  ähnlich,  wenn  man  beide  Schnitte  durch 
Aneinanderheften  der  Ränder  beseitigt.  Die  nun  nicht  mehr  auf- 
geschlitzte ^3 -Ebene  wird  durch 

1  —  ^3  _  1  —  cos  z^ 

1  -f-  ^3  ~~  1  4-  cos  ^j 


s  =  '.-^  = :  ^.  ---^  =  tg^  f = tg»  (I  yj) 


auf  den  Einheitskreis  abgebildet,  so  daß  wir  sagen  können: 

IX.  Das  Innere  der  Parabel   «/*  =  4  (l  —  x)  wird  mittels  der 
Funktion 
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i^^i^y^) 


auf  das  Innere  des  Einbeitskreises  konform  abgebildet. 

Eine  von  den  bisher  angestellten  Betrachtungen  unabhängige 
15ehandlung  der  durch  sin  z  und  cos  z  vermittelten  Abbildungen 
ist  sehr  zu  empfehlen,  etwa  im  Anschluß  an  die  Zerlegung  einer 
Funktion  f(z)  in  ihren  reellen  Bestandteil  ^(f{z))  und  ihren  ima- 
ginären Bestandteil  i^{f{zj).  Es  ist: 

si^  ,  = _ 

=  —  y  •  [-  {ev  —  (>-y)  cos  X  -h  i  {ey  +  e-y)  sin  a] , 

91  (sin  z)  =  .V  {ey  -\-  e~y)  sin  x  =  ßof  y  •  sin  x 
3  (sin  ^;)  =  l  (ey  —  e~  ■')  cos  a;  =  ©in  y  •  cosx 
und  ebenso: 

9{  (cos  z)  =  ßof  2/  •  cos  ic ,     3  (cos  z)  =  —  ©in «/  •  sin  x. 
Singular  sind  bei  der  Abbildung 

durch       e^         die  Punkte  ;»'  =  Jh  oo 

„     sin^-,  tg^;    „        „       ^  "^  Y  ~^  ^^  ^"^  j^  =  oo 
„     cos^  „         ,,       z  =  kn  und;2?==oo, 

wobei  A;  irgendeine  positive  oder  negative  ganze  Zahl  oder  Null 
bedeutet.  Den  im  Endlichen  gelegenen  singulären  Punkten  ent- 
sprechen bei  den  Funktionen  sin  z,  cos  z  einfache  Windungspunkte. 
Hei  der  Funktion  tg^  sind  die  im  Endlichen  liegenden  singulären 
Punkte  Pole  erster  Ordnung.  Der  unendlich  ferne  Punkt  ist  in 
allen  vier  Fällen  wesentlich  singulär.  Zu  seiner  Charakterisierung 
genüge  die  Bemerkung  bei  der  Abbildung  der  Spitze. 

Viertes  Kapitel. 

Sätze  und  Methoden  für  die  Behandlung  von  Abbildungs- 
aufgaben  allgemeiner  Art, 

15.  Riemanns  allgemeiner  Abbildungssatz.  Die  Durch- 
forschung  einfacher    Funktionen    nacli    dem    Muster   des    vorigen 

licweut:  Kouforme  Abbildung.  6 
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Kapitels  hat  einen  nicht  leicht  zu  überschätzenden  Wert.  Bei  den 
Aufgaben,  auf  die  man  in  der  reinen  oder  angewandten  "Wissen- 
schaft geführt  wird,  sind  aber  in  der  Regel  die  aufeinander  ab- 
zubildenden Bereiche  gegeben,  und  dabei  ist  es  nicht  ratsam,  dem 
glücklichen  Zufall  zu  vertrauen  oder  sich  darauf  zu  verlassen,  daß 
durch  willkürlich  herausgegriffene  Funktionen  die  gestellte  Auf- 
gabe gelöst  werde.  Zunächst  muß  die  Frage  gestellt  werden,  ob 
das  Suchen  nach  einer  die  Abbildungen  vermittelnden  Funktion 
Zweck  hat,  ob  die  sich  bietende  Abbildungsaufgabe  nicht  viel- 
leicht unlösbar  ist.  Diese  Vorfrage  findet  ihre  befriedigende  Er- 
ledigung durch  den  allgemeinen  Abbildungssatz  Riemunns, 
der  im  Artikel  21  seiner  Dissertation  ausgesprochen  ist.  Wir 
wollen  uns  hier  der  Einfachheit  halber  auf  Bereiche  beschränken, 
die  die  Ebene  höchstens  in  endlich  vielen  Blättern  überdecken, 
und  deren  Rand  sich  aus  einer  endlichen  Menge  analytischer  Kurven- 
stücke zusammensetzt,  die  sich  mit  Einschluß  ihrer  Endpunkte  re- 
gulär verhalten.  Unter  diesen  einschränkenden  Voraussetzungen 
kann  der  Riemannsche  Satz  so  ausgesprochen  werden: 

I.  Es  ist  immer  möglich,  einen  einfach  zusammenhängenden 
Bereich  eineindeutig,  stetig  und  konform  auf  die  Fläche  eines  Krei- 
ses abzubilden,  und  zwar  nur  auf  eine  Ai't  so,  daß  dem  Mittel- 
punkte ein  beliebig  gegebener  innerer  Punkt  und  einem  beliebigen 
Punkte  der  Peripherie  ein  beliebig  gegebener  Punkt  der  Begrenzung 
jener  Figur  entspricht.  Die  Abbildung  ist  auch  noch  für  die  Punkte 
des  Randes  eineindeutig  und  stetig  —  aber  natürlich  nicht  mehr 
durchweg  konform  —  wenn  man  solche  Randpunkte  mehrfach 
zählt,  an  die  der  Bereich  von  verschiedenen  Seiten  heranreicht. 

Zu  diesem  Satze  sind  einige  Anmerkungen  nötig. 

a)  Er  spricht  auch  aus,  daß  zwei  beliebige  Bereiche  Tj  und  Tg 
der  angegebenen  Art  aufeinander  abgebildet  werden  können,  und 
zwar  in  ganz  bestimmter  Weise,  wenn  innere  Punkte  0^  und  0,^ 
einerseits  und  zwei  Punkte  Pj  und  Pg  der  Begrenzungen  beider 
Bereiche  andrerseits  einander  zugeordnet  werden.  Man  hat  nur 
das  Gebiet  t^  auf  den  Hifskreis  a  so  abzubilden,  daß  den  Punkten 
Oj  und  Pj  bzw.  der  Mittelpunkt  Oq  und  der  Punkt  Pq  der  Peri- 
pherie entsprechen,  und  hat  dann  noch  vom  Kreise  durch  diejenige 
konforme  Abbildung  zum  Gebiet  Tg  überzugehen,  durch  die  die 
Punkte  Oq  und  Og  sowie  Pq  und  Pg  entsprechende  Punkte  werden. 

b)  Die  Bedingungen  des  Satzes  dürfen  wie  folgt  abgeändert 
werden: 
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11.  In  der  Aussage  des  Satzes  I  können  an  Stelle  des  Paares 
iimerer  Punkte  und  des  Paares  der  Punkte  auf  dem  Rande  drei 
Paare  entsprechender  Punkte  der  Begrenzung  treten.  Nur  muß 
der  durch  die  drei  Punkte  des  ersten  Gebiets  bestimmte  Umlaufs- 
sinn dem  durch  die  entsprechenden  Punkte  bestimmten  Sinne  des 
Umlaufes  um  das  zweite  Gebiet  gleich  sein. 

Denn  das  in  der  -r-Ebene  gelegene  Gebiet  r  kann  nach  Satz  I 
auf  einen  Kreis  2^  so  abgebildet  werden,  daß  der  beliebige  innere 
Punkt  Zq  in  den  Mittelpunkt  Sq  und  der  beliebige  Randpunkt  x:^ 
in  den  Punkt  S^  der  Kreislinie  übergeht.  Den  drei  gegebenen 
Randpunkten  z\  /',  /"  von  t  werden  dabei  irgendwelche  Punkte 
*S'',  S'\  S"'  des  Kreisumfangs  entsprechen.  Der  Kreis  Z  kann  nun 
aber  nach  Nr.  6 IV  auf  den  gegebenen  Kreis  a  der  s-Ebene  so  ab- 
gebildet werden,  daß  die  Punkte  S\  S'\  5'" 
in  die  vorgeschriebene  Lage  s\  s\  s"  ge- 
langen. Durch  Kombination  der  Abbildungen 
von  T  auf  E  und  von  E  auf  G  ergibt  sich  die 
Abbildung,  deren  Möglichkeit  Satz  II  be- 
hauptet. Daß  der  Übergang  von  t  zu  a  nur 
auf  eine  Art  möglich  ist,  leuchtet  sofort 
ein  —  die  Richtigkeit  des  Satzes  I  immer 
vorausgesetzt.  ^'8-  ^^  * 

c)  Zwei  im  ersten  Satz  vorkommende  Begriffe  bedürfen  noch 
der  Erläuterung: 

TII.  Eine  Fläche  mit  Rand  heißt  einfach  zusammenhängend, 
wenn  sie  durch  jeden  Querschnitt  in  zwei  getrennte  Teile  zer- 
legt wird. 

Als  Querschnitt  wird  jede  im  Innern  der  Fläche  verlaufende 
Linie  bezeichnet,  die  entweder  zwei  Randpiinkte  miteinander  ver- 
bindet oder,  von  einem  Punkte  des  Randes  ausgehend,  in  einem 
ihrer  früheren  Punkte  endigt.  Das  Rechteck,  die  Ellipse,  die  auf- 
geschlitzte Ebene,  die  Halbkugel  sind  einfach  zusammenhängende 
Flächen,  überhaupt  alle  Flächen,  die  durch  allmähliche  Gestalts- 
ändeiiingen,  Verzerrungen  ohne  Zerreißung,  in  die  Fläche  eines 
Kreises  übergeführt  werden  können.  Eine  mehrfache  llberdeckung 
der  Ebene  ist  dabei  zulässig  (Fig.  30  a).  Die  von  +  1  nach  —  1 
aufgeschlitzte  Ebene  weist  denselben  Zusammenhang  auf  wie  die 
aufgeschlitzte  Kugelfläche,  die  man  etwa  durch  stereographische 
Projektion  der  Ebene  erhält;  die  Erweiterung  des  Spaltes  zu 
einem   kreisförmigen   Loch    und    die  Abflachung   der   Kalotte   zu 
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einer   ebenen  Fläche   führt  schließlich   die   ursprüngliche    aufge- 
schnittene Ebene  in  den  Kreis  über. 

Eine  einfach  zusammenhängende  Fläche  besitzt  nur  eine  Rand- 
linie, Denn  ein  Schnitt,  der  zwei  getrennte  Randlinien  verbindet, 
zerstückt  die  Fläche  nicht:  es  ist  dann  immer  noch  möglich,  von 
jedem  Punkt  der  Fläche  zu  jedem  andern  zu  gelangen,  ohne  die 
(durch  den  Querschnitt  veränderte)  Fläche  zu  verlassen.  Das  Um- 
gekehrte aber  gilt  nicht.  Fig.  30b  ist  einer  Riemannschen  Figur 
nachgebildet.  Sie  hat  nur  eine  Randlinie  und  zerfällt  doch  erst 
in  getrennte  Teile,  wenn  den  beiden  Querschnitten  g^  und  q^  noch 
ein  dritter  hinzugefügt  wird.  Weil  sie  durch  zwei  die  Fläche  nicht 
zerstückende  Querschnitte  einfach  zusammenhängend  gemacht 
werden  kann,  ist  sie  dreifach  zusammenhängend.     Fig.  30c  zeigt 


H' 


Fig.  30  b. 


Fig.  30  c. 


Fig.  30  d. 


noch  eine  vierfach  zusammenhängende  Fläche  mit  zwei  Rand- 
linien. Unter  den  mehrfach  zusammenhängenden  Flächen  sind  be- 
sonders die  zu  erwähnen,  für  die  die  Anzahl  der  Randlinien  zu- 
gleich die  Ordnung  des  Zusammenhangs  angibt.  Eine  Kreisfläche 
mit  {n  —  1)  Löchern  ist  der  einfachste  Typus  einer  w-fach  zu- 
sammenhängenden Fläche  (Fig.  30  d  für  n  =  3). 

IV.  Wird  eine  Fläche  eineindeutig  und  stetig  und  in  den  klein- 
sten Teilen  älmlich  abgebildet,  so  entspricht  ihr  eine  Fläche  von 
gleicher  Ordnung  des  Zusammenhangs,  und  zwar  derart,  daß  innere 
Punkte  in  innere  und  Randpunkte  in  Randpunkte  übergehen.  Das 
gilt  schon  für  stetige  und  umsomehr  für  konforme  Abbildung. 

Denn  einen  inneren  Punkt  s  der  ersten  Fläche  kann  man 
durch  einen  kleinen  Kreis  umgeben,  der  ganz  in  der  Fläche  liegt. 
Wegen  der  Konformität  der  Abbildung  verwandelt  sich  der  Kreis 
in  einen  anderen,  der  ebenfalls  ganz  im  Innern  des  transformierten 
Bereichs  liegt;  der  Mittelpunkt  iv  dieses  Kreises  entspricht  dem 
Punkt  ^  und  ist  ein  innerer  Punkt.  Rückt  der  Punkt  z  in  den 
Randpunkt  z    auf  einer  Linie,  die  sonst  ganz  im  Innern  der  Fläche 
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liegt,  so  durchwandert  w  ebenfalls  stetig  eine  Reihe  innerer,  auf 
einer  Linie  verteilter  Punkte  und  gelangt  in  einen  Randpunkt  w\ 
wenn  z  in  /  eintrifft.  Singularitäten  im  Innern  ändern  die  Be- 
trachtung nicht  wesentlich,  und  singulären  Punkten  am  Rande 
kann  man  durch  kleine  Bogen  ins  Innere  aus  dem  Wege  gehen; 
auch  wenn  ganze  Stücke  des  Randes  nur  singulare  Punkte  ent- 
halten, sind  die  auftretenden  Schwierigkeiten  nicht  unüberwindlich. 

Daß  verschiedene  Randteile  nicht  vereinigt  und  eine  Rand- 
linie nicht  in  mehrere  Teile  zerrissen  werden  kann,  mache  sich 
der  Leser  selbst  klar.  Aufgaben  wie  die  Abbildung  des  (zweifach 
zusammenhängenden)  Kreisringes  auf  den  (einfach  zusammen- 
hängenden) Kreis  dürfen  daher  nicht  gestellt  werden.  Ebensowenig 
ist  eine  zusammenhängende  Abbildung  einer  geschlossenen  Fläche 
auf  eine  Fläche  mit  Rand  möglich.  Geschlossene  Flächen  gehen  bei 
der  Abbildung  in  Flächen  gleicher  Art  des  Zusammenhangs  über. 
Man  spricht  auch  bei  ihnen  von  w-fach  zusammenhängenden  Flächen. 
Die  Definition  ist  ähnlich  wie  die  der  w-fach  zusammenhängenden 
begrenzten  Flächen.  Nur  ist  der  erste  Querschnitt  durch  eine  ge- 
schlossene Linie  auf  der  Fläche  zu  ersetzen  oder  aber  vor  Unter- 
suchung der  Ordnung  des  Zusammenhangs  in  die  geschlossene 
Fläche  ein  kleines  Loch  zu  schneiden  und  sie  so  zu  einer  berandeten 
Fläche  zu  machen.  Die  Kugel,  die  Ebene  sind  einfach  zusammen- 
hängende Flächen;  eine  dreifach  zusammenhängende  ist  die  Ring- 
ffäche,  z.  B.  die  Rotationsfläche  mit  kreisförmigem  Profil:  durch 
einen  längs  eines  Meridians  geführten  Schnitt  erhält  man  eine  Röhre, 
die  man  zu  einem  Zylinder  strecken  kann;  schneidet  man  diesen 
längs  einer  Mantellinie  auf,  so  erhält  man  ein  einfach  zusammen- 
hängendes Flächenstück,  das  etwa  in  eine  Ebene  als  Rechteck 
ausgebreitet  werden  kann.  Eine  geschlossene  zweifach  zusammen- 
hängende Fläche  existiert  nicht.  Denn  es  besteht  der  Satz: 

V.  Eine  von  nur  einer  Randlinie  begrenzte  Fläche,  also  auch 
eine  geschlossene  Fläche,  besitzt  stets  einen  Zusammenhang,  dessen 
Ordnungszahl  ungerade  ist. 

(Die  Ausnahme  der  einseitigen  Flächen  übergehen  wir.) 

Für  den  Beweis,  daß  bei  positivem  Umlauf  um  den  Rand  der 
einen  Fläche  auch  der  Rand  der  abgebildeten  Figur  so  durch- 
laufen wird,  daß  die  begrenzte  Fläche  links  bleibt,  reicht  aus,  was 
im  Anschluß  an  Satz  IV  der  Nr.  6  gesagt  ist. 

Der  Satz  11  dieser  Nummer  gilt  für  einfach  zusammenhängende 
geschlossene  Flächen  mit  der  Abänderung,  daß  der  Kreis  durch 


80  IV.  Allgemeine  Sätze  und  Methoden. 

die  Kugelfiäche  ersetzt  wird  und  an  Stelle  der  Randpunkte  drei 
Paare  beliebiger  Punkte  treten.  Er  rührt  von  H.  A.  Schwarz  her. 

d)  Der  Riemannsche  Beweis  für  den  Abbildungssatz  hat  strenger 
Kritik  nicht  standhalten  können.  Heine  bemerkte  zuerst,  daß  das 
von  Riemann  im  Art.  16  seiner  Dissertation  benutzte  Dirichlet- 
sche  Prinzip  in  einem  wichtigen  Punkte  versagt.  Diese  schon 
von  Gauß  benutzte  Schluß  weise  soll  die  Existenz  einer  gewissen 
Funktion  dartun.  Durch  Variation  eines  bestimmten,  über  die 
abzubildende  Fläche  erstreckten  Integrals  erhält  Riemann  eine 
unendliche  Reihe  positiver  endlicher  Größen.  Er  schließt,  daß 
unter  ihnen  eine  den  kleinsten  Wert  hat.  Es  kann  aber  —  in 
Bolzano-Weierstr  aß  scher  Ausdrucks  weise  —  nur  die  Existenz 
einer  unteren  Grenze  behauptet  werden.  Da  aber  die  untere  Grenze 
unendlich  vieler  positiver  Größen  Null  sein  kann,  wie  beispiels- 
weise für  alle  echten  positiven  Brüche  unter  Ausschluß  der  Null, 
werden  alle  Schlüsse  hinfällig,  und  die  Riemannsche  Schluß  weise 
hatte  nur  mehr  die  Bedeutung  einer  genialen  Konzeption,  solange 
die  Lücke  unausgefüllt  blieb. 

Dieser  Schlußweise,  über  deren  Exaktheit  sich  Riemann 
getäuscht  hat,  verdanken  wir  eine  Reihe  glänzender  Arbeiten.  Vor 
rund  vierzig  Jahren  wurde  durch  die  scharfsinnigen  Untersuchungen 
C.  Neumanns  über  das  logarithmische  Potential  und  durch  die 
Schwarzsehen  Arbeiten  zur  Theorie  der  Abbildung,  über  die  In- 
tegration der  Gleichung  Au  =  0  und  seine  Methode  des  Grenz- 
überganges durch  alternierendes  Verfahren  für  Behauptungen,  die 
Riemann  in  seiner  Dissertation  und  in  seinen  Schriften  über  Abel- 
sche  Funktionen  aufgestellt  hatte,  eine  gesicherte  Grundlage  ge- 
schaffen. Schwarz  hat  den  Riemannschen  Abbildungssatz,  wie  wir 
ihn  oben  ausgesprochen  haben,  völlig  streng  bewiesen.  Die  ein- 
schränkenden Voraussetzungen,  die  wir  über  den  Rand  gemacht 
haben,  sind  später  von  Osgood  beseitigt  worden,  und  schließlich 
haben  Poincare  und  Koebe  den  Satz  auf  unendlich  vielblättrige 
Bereiche  ausgedehnt. 

16.  Verhalten  der  abbildenden  Funktion  in  regulären 
und  in  singulären  Punkten.  Das  Ergebnis  der  analytischen 
Untersuchung  über  die  abbildenden  Funktionen  ist  ebenso  leicht 
zu  verstehen  wie  der  anschauliche  Inhalt  des  Abbildungssatzes. 
Wir  fassen  es  in  einige  Sätze  zusammen.  Über  die  Gebiete  selbst 
teilen  wir  keine  Voraussetzungen  mit,  weil  die  zulässigen  Flächen 
kaum  etwas  an  Allgemeinheit  zu  wünschen  übrig  lassen.    Auch 
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die  Annahme  Schwarz',  daß  die  Begrenzung  aus  einer  endlichen 
Anzahl  analytischer  Linien  besteht,  darf  ja,  wie  eben  bemerkt, 
nach  Sätzen  Osgoods  fallen  gelassen  werden. 

I.  In  der  Umgebung  der  nicht  singulären  Stelle  z  =  2^^  ver- 
hält sich  die  Funktion,  die  das  Gebiet  Z  auf  das  Gebiet  W  ab- 
bildet, regulär,  und  in  der  Darstellung 

(1)  w-Wq  =  a^{z  -  Zq)  -f  a^{z  -  z^f  ^  " 

ist  «j  von  Null  verschieden. 

Daß  «1  nicht  verschwindet,  ist  eine  Folge  der  Annahme,  daß 

Zq  nicht  Singular,  also  -v-  für  Z  =  z^  endlich  und  nicht  0  ist.  Da 

dz 
dann  auch  ~  einen  endlichen,  nicht  verschwindenden  Wert  be- 

sitzt,  gilt  Satz  I  für  die  umgekehrte  Abbildung,  so  daß  die  lleihe 

(1)  die  Umkehrung  gestattet: 

(2)  z  —  z^==h^  (tv  —  ivq)  +  &3  (tu  —  tv^y  4-  .  . 

mit  von  0  verschiedenem  &i  ( &i  =  —  )  • 

Ist  der  innere  nicht  singulare  Punkt  der  unendlich  ferne  Punkt, 

so  ist  die  Reihe  (l)  ^urch  eine  Reihe  von  der  Form  —  -f  -',  +  •  • 

zu  ersetzen;  entsprechen  sich  außerdem  noch  die  unendlich  fernen 

Punkte  beider  Bereiche,  so  tritt  gleichzeitig  —  an  Stelle  von  tv  —  iüq  . 

Nach  dieser  Erinnerung  sehen  wir  im  folgenden  unter  Hinweis 
auf  Nr.  9  davon  ab,  die  Verhältnisse  im  Unendlichen  jedesmal 
besonders  zu  erwähnen. 

Der  Fundamentalsatz  der  Theorie  lautet: 

IL  Der  Einheitskreis  S  mit  dem  Mittelpunkte  .s  =»  0  wird  auf 
den  Bereich  z  durch  eine  Funktion  z  von  s  abgebildet,  die  in 
der  Umgebung  der  Stelle  s  =  0  den  Charakter  einer  ganzen  Funk- 
tion besitzt: 

(3)  2  —  ^0=^  «1«  +  «2«^H ; 

und    diese   Potenzreihe    konvergiert   unbedingt  für   alle   Punkte 
s    <  1  im  Innern  des  Kreises  S, 

Die  Reihe  (3)  liefert  also  für  jeden  inneren  Punkt  den  ent- 
sprechenden Punkt  des  Gebiets  Z.  Für  die  Punkte  des  Randes 
I  s  I  =  1  hört  die  Konvergenz  der  Reihe  (3)  möglicherweise  auf. 
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Die  Korrespondenz  der  Randpunkte  von  Z  und  S  ist  dann,  unter 
Beachtung  der  oben  formulierten  speziellen  Voraussetzungen,  in  dem 
Sinne  zu  verstehen:  der  Punkt  0  rückt  in  beliebige  Nähe  eines 
bestimmten  Randpunktes,  wenn  der  innere  Punkt  s  auf  irgend- 
einem Wege  einem  bestimmten  Punkte  der  Peripherie  hinreichend 
angenähert  wird;  beschreibt  s  einen  zum  Kreise  S  konzentrischen 
inneren  Kreis,  so  durchläuft  der  entsprechende  Punkt  0  eine  ge- 
schlossene Linie,  die  sich  in  beliebiger  Nähe  des  Randes  hält, 
wenn  man  den  Radius  r  des  Kreises  nur  hinreichend  wenig  von 
1  verschieden  wählt. 

Bei  den  Funktionen  s  =  tg^  (  .  j/^ ) ,  s  =  -^  —  1 ,  die  nach 

früherem  das  Äußere  bzw.  das  Innere  einer  Parabel  auf  den  Ein- 
heitskreis abbilden,  überzeugt  man  sich  leicht  von  der  Richtigkeit 
der  Satzes  II.    Im  ersten  Falle  wird 

(4  a)  s=  (-)    arctg2  ]/s, 


(4b) 


(1  +  s) 


Nun  ist  7v  jr"\2  ^^  —  2s-|-3s^— 4s'  +  --  eine  Reihe,  die  vor- 
schriftsmäßig  für  |  s  |  <  1  konvergiert.    Auch  die  Reihe 


=  >/;[] 


konvergiert  für  j  l/s  |  <  1  oder  |  s  |  <  1 .  Mithin  ist  z  eine  nach 
Potenzen  von  s  mit  positiven  ganzen  Exponenten  fortschreitende 
Reihe  mit  dem  Konvergenzradius  |  s  |  =  1. 

Eine  unmittelbare  Folge  des  Satzes  II  ist: 

III.  In  der  Umgebung  jedes  inneren  Punktes  s  =  s^  verhält 
sich  z  regulär: 

(5)  Z-~Zi  =  Ci(s  —  5i)  -f  C^{S  —S^y  -f  •  • 

Die  Reihe  (5)  kann  aus  (3)  mittels  des  Taylorschen  Lehrsatzes 
abgeleitet  werden.  Ist  s^  ein  nicht  singulärer  Wert,  so  fällt  der 
Inhalt  des  Satzes  III  mit  dem  des  Satzes  I  für  die  Gebiete  Z  und  S 
zusammen.  In  diesem  Falle  ist  c^  =4=  0.  Jetzt  interessiert  nur  noch 
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dz 
die  Möglichkeit  c^  =  0.    Dann  ist  j   =  0  für  s  =  s^^  der  J*unkt 

ist  Singular.  Nehmen  wir  gleich  allgemein  an,  daß  auch  Cg,  Cg, 
•  •  •  c„_i  verschwinden,  c„  aber  nicht.  In  unmittelbarer  Umgebung 
des  Punktes  s  =  s^  wird  man  unter  Außerbetrachtlassung  höherer 
Potenzen  von  {s  —  s^  das  Verhalten  der  Funktion  z  durch  die 
Gleichung 

(5  a)  ^-h-<^n{s-hY 

charakterisieren  können.  Nach  Nr.  10  winden  sich  um  den  Punkt 
z  =  z^  der  Riemannschen  Fläche  n  Blätter.  In  Verbindung  mit 
dem  Vorhergehenden  heißt  das: 

IV.  Bei  der  Abbildung  des  Kreises  auf  einen  Bereich  Z  treten 
im  Innern  der  Abbildung  des  Kreises  keine  anderen  Singularitäten 
auf  als  Windungspunkte. 

Enthält  daher  die  Fläche  Z  keine  Windungspunkte  im  Innern, 
was  z.  B.  sicher  zutriift,  wenn  sie  die  ;2-Ebene  nirgends  mehrfach 
bedeckt,  so  ist  die  Abbildung  des  Kreises  frei  von  inneren  Singu- 

dz 
laritäten,  d.  h.  für  alle  inneren  Punkte  ist  3-  endlich  und  von  0 
'  ds 

verschieden,  und  in  der  Entwicklung  (5)  verschwindet  c^  nicht, 
wenn  s^  ein  beliebiger  Punkt  im  Kreise  ist. 

Entspricht  dem  Punkte  s  =  5,  ein  (n  —  l)-facher  Windungs- 
punkt, so  findet  in  ihm  nach  (5  a)  beim  Übergang  zur  Fläche  Z 
«-malige  Vergrößerung  der  Winkel  statt.  Wir  bilden  nun  die  Um- 
gebung des  Punktes  z  =  z^  durch  die  Funktion  t  =  'yz  —  z^  auf 
die  Umgebung  des  Nullpunkts  der  ^Ebene  ab.  Dabei  werden  alle 
Winkel  wieder  auf  den  w-ten  Teil  reduziert,  so  daß  beim  Über- 
gang von  der  s-Ebene  die  Winkel  erhalten  bleiben.  Bei  der  Ab- 
bildung der  Umgebung  des  Punktes  ^  =  0  auf  die  Umgebung 
des  Punktes  s  =  5j  ist  ^  =  0  ein  nicht  singulärer  Punkt.  Nach 
Satz  I  können  wir  daher  ansetzen: 

s  —  s^=d^t-\-  d^t^  ■] 

oder 

(6)        s-s,=^d,  V^-^i  4-  d,  (Vz~^'  +  •  •  (r^i  +  0) 

Der  Mehrdeutigkeit  der  w*®"  Wurzel  entsprechend,  stellt  (6) 
die  n  verschiedenen  im  Punkte  z  —  z^  zusammenhängenden  Zweige 
der  Funktion  s  dar. 

V.  Eine  Stelle  der  Fläche  Z,  um  welche  sich  n  Blätter  winden, 
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ist  für  die  Abbildung  auf  den  Einheitskreis  ein  Verzweigungs- 

l)unkt  (n  —  1)**''^  Ordnung;  in  ihrer  Umgebung  läßt  sich  s  nach 
1 

Potenzen  von  (z  —  zy  entwickeln,  wie  (6)  angibt. 

Die  Reihe  (6)  ist  die  analytische  ümkehrung  der  lleihe  (5), 
wenn  dort  c^  der  erste  nichtverschwindende  Koeffizient  ist. 

Handelt  es  sich  um  die  Abbildung  zweier  beliebiger  einfach 
zusammenhängender  Gebiete  Z,  W  aufeinander,  so  denke  man  sich 
den  Einheitskreis  S  auf  beide  Flächen  und  umgekehrt  beide  auf  S 
abgebildet.  Die  vorkommenden  Hauptfälle  sind: 

1.  Der  Punkt  s  =  s^  ist  für  beide  Abbildungen  nicht  singulär. 
Dann  gilt: 

tv  —  lü^  =  «1  (s  —  ^i)  +  •  •  (^1  =4=  0), 

s  -  s^  =  \{z  -  z^)  -\-  '  •  {\^  0) 
und  daher: 

w  —  lü^  =  6'^  (^  —  %)  4-  •  •  (cj  H=  O) . 

Dann  ist  auch  z  =  z-^  nicht  singulär  für  den  Übergang  von 
Z  zu  W, 

2.  Der  Punkt  s  =  s^  ist  regulär  für  die  Abbildung  auf  W, 
es  entspricht  ihm  dagegen  ein  Windungspunkt  {n —  l)*®'*  Ordnung 
der  Fläche  Z.  Dann  entspricht  auch  dem  Werte  w  =  iv^  ein  Win- 
dungspunkt gleicher  Ordnung  für  die  direkte  Abi] düng  von  W 
auf  Z.  Das  folgt  aus  den  Gleichungen: 

s  —  Sy  =  a^ (tv  —  Wj)  -j-  •  • ,     z  —  z^  =  b^X^  —  s^)"  -\-  •  • 

2  a.  Umgekehrt  ist  dann  z  =  z^  ein  (n  —  l)-fachcr  Verzwei- 
gungspunkt. 

3.  Dem  Punkt  s  =  s^  entspricht  ein  Windungspunkt  (/?  —  l)*®' 
Ordnung  für  Z,  ein  Windungspunkt  (m  —  1)*®^  Ordnung  für  W. 
Es  ergibt  sich  aus 

z~  Zj^  =  a^is  —  s^Y  -f  .  . ,     s  —  s^==  \{w  —  /fj)'"  -f  •  • 
für  z  die  Darstellung 

[n  n  +  1  -j 

nach  der  dem  Werte  w  =  w^  für  die  Fläche  Z  in  leicht  verstand- 
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lieber  Deutung  ein  (m  —  l)-facher  Verzweigungspunkt  und  zugleich 
für  die  Fläche  W  ein  (w  —  l)-facher  Windungspunkt  entspricht. 
4.  Entspricht  dem  Punkte  5  =  5^  ein  («  —  l)-facher  Windungs- 
punkt der  Fläche  Z  und  ein  (m  —  l)-facher  Verzweigungspunkt 
für  W,  so  hat  man: 

^  —  H  =  «1  («  —  hY  +  •  • »     .s  -  5i  =  bi(w  -  it\y"  -f  •  • , 
so  daß  nach 

z  —  e^=  a^  \  {w  —  tüiy^  +  "  -f  .  . 

um  z  =  z^  sich  m  -\-  n  Blätter  winden. 

In  Fall  3  ist  es  denkbar,  daß  n  =^  m  wird  und  die  Koeffizienten 
aller  Potenzen  mit  gebrochenen  Exponenten  verschwinden.  Alsdann 
würde  jede  Einzel abbildung  in  5  =  s^  eine  Singularität  besitzen, 
jedoch  so,  daß  die  eine  die  andere  aufhebt  bei  der  Abbildung  von 
Z  auf  W.  Daher  die  vorsichtige  Ausdrucksweise  am  Schluß  der 
Nr.  4.  Als  einfaches  Beispiel  diene: 

z  =>  s^^     w  =  s^  -{■  5*     (also  tv  =  z  -\-  z^). 

Aus  ^^  =  2s,     ^  =  2s(l  +  2s^)  folgt,  daß  5-0  für  jede 

der  beiden  Abbildungen  eine   singulare  Stelle  ist.     Dagegen  ist 

dw  _  dw  .  ^i  =  1  ^  25«  für  s  =  0  endlich  und  nicht  0. 
dz        ds     ds 

Über  Singularitäten  am  Rande  sei  nur  bemerkt,  daß  notwendig 
jede  Ecke  oder  Spitze  eine  Singularität  bedingen  muß,  da  die  ab- 
bildende Funktion  ja  die  im  Innern  des  Gebiets  liegende  Um- 
gebung der  Ecke  oder  Spitze  auf  die  Umgebung  eines  gestreckten 
Winkels  übertragen  muß.  Kann  die  Funktion  über  den  Rand 
hinaus  so  fortgesetzt  werden,  daß  die  den  Winkel  an  besitzende 
Ecke  ins  Innere  des  Definitionsbereichs  der  Funktion  gelangt,  so 
gestattet  die  Funktion  s  eine  mit  dem  Gliede 

1 
a(z-  z^Y 

beginnende  Entwicklung. 

17.  Das  Poissonsche  Integral.  Es  sei  w  die  Funktion,  die 
den  Einbeitskreis  S  auf  die  Fläche  W  abbildet,  und     , 

(1)  w  —  iVq  =  a^s  -\-  fljS*  -!-••• 

die  zur  Stelle  *  ==  0  gehörige  Reihenentwicklung,  deren  Konver- 
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ganz  allgemein  nur  für  |  s  |  <  1  behauptet  werden  kann.  Führt 
man  in  der  Kreisebene  durch 

s  =  r  e'^'\     s"  =  r"e^'''^  =  r^  (cos  n-^l)  -\-  i  sin  ni])) 

Polarkoordiuaten  ein,  setzt  man  ferner  w  =  u  +  iy,  und  speziell 
für  die  dem  Punkte  s  =  0  entsprechende  Stelle  iCq  =  Uq  +  *^o» 
so  ergibt  sich  aus  (l): 

00 

(la)  IV  —  tÜQ  =  ^ a^  r"  (cos  ni^)  -f  i  sin  wi/;). 

Die  Entwicklungskoeffizienten  sind  im  allgemeinen  komplex. 
Nach  Einführung  der  Konstanten  a,  ß  durch  a^  =  a^  -\-  iß^  kann 
man  in  (la)  die  reellen  und  imaginären  Bestandteile  trennen: 


(2)  u  —  Uq  =  ^  *'"(««  cos  wi/;  —  ßn  sin  wif») 

n  =  l 

(3)  V  —  Vq  =  ^  *'"(^»  sin  n^}  +  /?„  cos  nt\)). 

n  =  l 

Die  durch  (2)  und  (3)  durch  verallgemeinerte  Fouriersche 
Reihen  für  das  Innere  des  Einheitskreises  dargestellten  Funktionen 
u  und  V  genügen  der  Laplaceschen  Differentialgleichung.  Die 
Reihen  können  ihre  Bedeutung  verlieren  füi*  r  =  1 ,  also  in  dem 
Fall,  wo  sie  formal  in  gewöhnliche  Fouriersche  Reihen  über- 
gehen. Es  sei  nun  r  kleiner  als  1.  Bildet  man  mit  (2)  das  längs 
des  Kreises  r  =  const  genommene  Integral 

27t 

rf  =  0 

so  verschwindet  rechts  bei  gliedweiser  Integration  jedes  Glied 
einzeln,  und  es  ergibt  sich,  da  i/q,  der  im  Mittelpunkt  s  =  0  gel- 
tende Wert  der  Funktion  w,  konstant  ist: 

2Tt 


(*)  »0  =  ^/' 


ud'i\) 


Die  im  Integral  auftretenden  Werte  beziehen  sich  auf  die 
Stellen  (r,  i/;)  des  gewählten  Kreises;  die  rechte  Seite  von  (4) 
kann  als  arithmetischer  Mittelwert  der  von  u  auf  der  Peripherie 
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angenommenen  Funktionswerte  bezeichnet  werden.  Nennt  man 
weiter  eine  der  Differentialgleichung  Au  =  0  genügende  Funktion 
eine  harmonische  Funktion  oder  ein  logarithmisches  Po- 
tential, so  kann  der  Inhalt  der  Gleichung  (4)  dahin  ausgedrückt 
werden : 

I.  Der  Wert,  den  eine  harmonische  Funktion  im  Mit- 
telpunkt des  Kreises  r<Cl  annimmt,  ist  der  arithmetische 
Mittelwert  der  Randwerte. 

Dieser  Wert  ist  von  r  unabhängig  und  ergibt  sich,  gleich- 
gültig welchen  Radius  r  <  1  man  der  Betrachtung  zugrunde  legt. 
Durch  vorsichtigen  Grenzübergang  ist  zu  zeigen,  daß  in  bestimmtem, 
bei  Schwarz  nachzulesendem  Sinne  die  Gleichung  (4)  auch  für 
r  =  1  Gültigkeit  behält.  Hier  und  im  folgenden  gehen  wir  auf 
die  Verhältnisse  am  Rande  nicht  ein;  wir  nehmen  an,  daß  der 
Rand  keine  Schwierigkeiten  bietet,  und  erwähnen  als  Resultat 
sorgfältiger  Untersuchungen  nur,  daß  sich  zu  große  Vorsicht  als 
überflüssig  erweist. 

Der  durch  die  Gleichung  (4)  erzielte  Erfolg  legt  die  Frage 
nahe,  ob  durch  die  am  Rande  willkürlich  vorgeschriebenen  Werte 
die  harmonische  Funktion  u  an  jeder  auch  vom  Mittelpunkt  ver- 
schiedenen Stelle  im  Einheitskreis  bestimmt  ist.  Die  am  Rande 
gegebenen  Funktions werte  können  auch  Unstetigkeiten  aufweisen, 
nur  muß  man  die  Forderung  stellen,  daß  sie  sich  nach  einem 
vollen  Umlauf  um  die  Peripherie  periodisch  wiederholen.  Die  Be- 
stimmung einer  harmonischen  Funktion  aus  gegebeneu  Randwerten 
für  das  Innere  des  Bereiches  wird  als  erste  Randwertaufgabe 
bezeichnet.  Die  Antwort  auf  die  gestellte  Frage  gibt  der  Satz: 

II.  Das  Poissonsche  Integral  löst  die  erste  Randwert- 
aufgabe für  den  Kreis. 

Zu  dem  sog.  Poisson sehen  Integral  gelangen  wir  folgender- 
maßen. Es  sei  s  =  rcV*  ein  bestimmter,  im  folgenden  festzuhal- 
tender Punkt.  Der  Wert  w(r,(jp),  den  die  durch  die  Randwerte 
ii(l,  1/;)  gegebene  Funktion  im  Punkte  s  annimmt,  soll  berechnet 
werden.  Zu  dem  Zwecke  bilden  wir  den  Kreis  durch  Transforma- 
tion mittels  reziproker  Radien  so  auf  den  Einheitskreis  einer 
neuen  Ebene  z  ab,  daß  dem  Punkte  .s^  =  re'f*  der  Mittelpunkt  g  =  0 
und  den  mit  s  =  r(^''  auf  gleichem  Durchmesser  liegenden  Punkten 
s  =  c^*  und  s  =  —  &f''  die  Punkte  ^  =  -|-  1  bzw.  z  =  —  1  ent- 
sprechen.    (Eigentlich    dürfte    nur   noch    ein    Paar   zugeordneter 
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Randpunkte   willkürlich  gewählt  werden;   der  Erfolg  zeigt  aber 
daß  die  Aufgabe  nicht  überbestimmt  ist.)  Es  ist  demgemäß 

...  1        s-re'f" 

(5)  z  = 


r       o_r-^.<pi 


Die  in  den  Randpunkten  5'  =  eV»  vorgeschriebenen  Werte 
m(1,  1^)  werden  dabei  in  die  Punkte 

(oa)  ^  = •  — — — r  =  e^* 

übertragen,  so  daß  auf  dem  Rande  des  Kreises  z  die  Werte 

verteilt  sind.  Den  zu  dem  Mittelpunkt  ^  =  0  gehörenden  Wert  n  [0] 
erhalten  wir  aus  (4): 

<0]=.^Ju[l,x]dx. 

0 

Diese  Gleichung  gibt  die  gesuchte  Integraldarstellung,  wenn 
man  die  auf  die  Kreisebene  s  bezüglichen  Veränderlichen  einführt. 
Da  der  Punkt  [0]  aus  (r,  (p)  hervorgegangen  ist,  haben  wir  w[0] 
=  u(r,  q))  zu  setzen,  w[l,  i]  ist  gleich  ?/(l,  ip),  und  aus  der  Glei- 
chung (5  a),  die  die  Beziehung  zwischen  entsprechenden  Rand- 
pmikten  angibt,  liefert  das  in  Richtung  des  Randpunktes  z  zu 
nehmende  Differential  i  durch  logarithmische  Differentiation: 

dy  =  eV""  (-^^ : -. —, — ^^  diu 

{r  —  r-^)e^V  +  y^)fdip  (^i  —  r')d,p 


xl>i 


^       1  —  2  r  cos  (w  —  t}})  4-  r '     ^  * 


cos  ((p  —  ip)  -\- 
III.  Das  Poissonsche  Integral 
2n 


0 

stellt  die  durch  die  Randwerte  w(l,  1^)  bestimmte  harmo- 
nische Funktion  m  im  Punkte  z~re^^  des  Kreises  dar, 
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Daß  die  durch  (6)  dargestellte  Funktion  u  als  Funktion  von 
s  =  r e^'  ^=  X  -\-  iy  betrachtet,  der  Differentialgleichung  A?/  =  0 
genügt,  ergibt  sich  am  einfachsten  aus  der  Tatsache,  daß  t/(r,  cp) 
der  reelle  Bestandteil  der  analytischen  Funktion 
in 

0 

ist.  Daß  die  durch  das  Poissonsche  Integral  dargestellte  Funk- 
tion tatsächlich  die  vorgeschriebenen  Randwerte  annimmt,  soll 
nicht  bewiesen  werden.  An  die  Gleichung  (6)  knüpfen  wir  noch 
einige  Bemerkungen. 

IV.  Die  Werte,  die  eine  Potentialfunktion  annimmt, 
besitzen  im  Innern  des  Kreises  kein  Maximum  oder 
Minimum. 

Sind  7c  und  g  bzw.  der  kleinste  und  der  größte  Wert  von 
«/(l,!/;),  also  der  Potentialfunktion  auf  dem  Rande  des  Bereichs, 
so  wird  das  Integral  verkleinert  bzw.  vergrößert,  wenn  bei  der 
Integration  für  i((l^il})  stets  der  kleinste  bzw.  größte  Wert  (l'  bzw. 
(/)  gesetzt  wird.  Man  erhält  daher  für  u()',(p)  die  Abschätzung 

Jc<u(r,  cp)  <  g, 
und  das  behauptet  Satz  IV. 

Setzt  man  w(l,'i/;)  =  l,  so  ist  das  Integral  leicht  zu  be- 
rechnen; sein  Wert  ist  2tc.  Ist  allgemein  w(l,  i|;)  =  c  längs  des 
L^anzen  Randes  konstant,  so  wird  auch  in  jedem  inneren  Punkte 
ii(r,q>)  =  c.    Also: 

V.  Eine  längs  der  Peripherie  konstante  Potential- 
funktion ist  überhaupt  konstant. 

Ist  M  am  Rande  überall  0,  so  gilt  dasselbe  für  alle  inneren 
Punkte.  Daraus  ergibt  sich  der  für  alle  Anwendungen  bedeutungs- 
volle Satz: 

VI.  Durch  ihre  Randwerte  ist  die  Potentialfunktion 
eindeutig  bestimmt. 

Denn  sind  u  und  ii  zwei  Potentialfunktionen,  die  am  Rande 
die  vorgeschriebenen  Werte  annehmen,  so  genügt  u'  =  %i  —  u 
«'benfalls  im  Innern  der  Gleichung  A?/"  =  0,  ist  also  auch  eine 
Potential funktion.  Ihre  Randwerte  sind  0,  mithin  ?/"  überall  0 
nach  Satz  V,  d.  h.  die  beiden  Funktionen  u  und  u  sind  nicht 
voneinander  verschieden. 

Was  die  Theorie  der  konformen  Abl)ilduiigeu  für  die  wichtige 
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erste  Randwertaufgabe  für  allgemeine  Gebiete  leistet,  kommt  voll 
zum  Ausdruck  in  dem  Satz 

VII.  Die  erste  Randwertaufgabe  kann  für  alle  einfach 
zusammenhängenden  Flächen,  deren  Abbildung  auf  den 
Kreis  ausgeführt  ist,  als  gelöst  gelten. 

Es  sei  nämlich  Z  das  Gebiet,  das  durch  die  Funktion  f{z)  auf 
den  Einheitskreis  s  abgebildet  wird.  Die  Abbildung  werde  näher 
(wenn  auch  noch  nicht  vollständig)  durch  die  Angabe  bestimmt, 
daß  der  innere  Punkt  s  =  re^^  in  den  Mittelpunkt  s  =  0  über- 
geht. Die  in  den  Randpunkten  z  =re^^  fixierten  Werte  w(r',  i|;) 
übertragen  sich  nach  den  Punkten  /"(/)  =  e^-^  der  Peripherie,  was 
wir  ähnlich  wie  oben  durch  die  Schreibweise  ^[1,;^]  =  u(r\i\))  an- 
deuten. In  demselben  Sinne  ist  der  gesuchte  Wert  ^t(r,  qp)  gleich 
w[0]  zu  setzen.  Nach  Gleichung  (4)  ist  nun 

2/r 


=  ä/« 


Die  zwischen  den  Randpunkten  beider  Flächen  bestehende  Glei- 
chung 

/•(/eV»)  =  exi 

ermöglicht  es,  nach  logarithmischer  Differentiation: 
in  das  Integral  die  Variabein  der  Ebene  z  einzuführen: 

2/r 


dr' 


Der  auf  den  Rand  bezogene  Differentialquotient  j—  ergibt  sich 

aus  der  als  gegeben  anzusehenden  Gleichung  der  Grenzlinie. 

Die  noch  in  f{z)  steckende  Unbestimmtheit  kommt  im  End- 
ergebnis nicht  mehr  vor.  Denn  einer  anderen  Wahl  sich  ent- 
sprechender Randpunkte  entspricht  nur  eine  Drehung  des  Kreises 
um  seinen  Mittelpunkt  oder  Multiplikation  der  Funktion  f  mit 
einer  Konstanten  vom  absoluten  Betrage  1.  Bei  der  logarithmisclien 
Differentiation  fällt  diese  Konstante  heraus. 

Um  auch  für  das  Poissonsche  Integral  ein  einfaches  Bei- 
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spiel  zu  geben,  bestimmen  wir  die  Potentialfunktion  fQr  das  Innere 
des  Einheitskreises,  die  am  Rande  die  durch  die  Gleichung 

^(1,1^)  =  cos  Xil^ 

vorgeschriebenen  Werte  annimmt,    l  ist  eine  ganze  Zahl. 

Die  gesuchte  Funktion  ergibt  sich  am  einfachsten  als  reeller 
Teil  der  nach  (7j  gebildeten  Funktion 

2n 

0 

Nun  gilt  für  I  ;e:  I  <  1  die  Entwicklung 

Ü^^^.==l  +2e-V»'^+  2e-'^'z'-\-"- 

=  1  4-  2^  cos  i|^  +  2z^  cos  211;  4-  •  •  • 
—  i  [20  sinip  -\-  2z^  sm2ip  +  '  '  •]. 

Nach  Multiplikation  mit  cos  Xtp  wird  gliedweise  integriert,  die 
Potenzen  ^"  treten  als  Konstanten  vor  das  Integralzeichen.  Mit 
Ausnahme  des  einzigen  Teiles 

27t 

2 z^- J cos X'i\)  co^Xi\fd'\\)  =  2n  z^ 

0 

verschwinden  alle  Glieder  einzeln,  so  daß  F{z)  =  z^  und 

w(r,  (p)  =  r^  cos  Acjp 
wird. 

Ist  allgemeiner  für  u  die  Funktion  am  Rande  durch  die  Fourier- 
sehe  Reihe 

?((l ,  1/^)  =  ÖQ  +  ^1  ®^s  Tl;  +  «2  COS  2i|;  -|-  •  •  • 

gegeben,  so  liefert  die  soeben  durchgeführte  Rechnung  w(r,  9))  so- 
fort als  reellen  Teil  der  Funktion 

^(fi  9^)  =  %  +  ^i^  cos  (p  -f-  a^r^  cos  2g)  +  •  •  •. 
Alle  Konstanten  a  sind  als  reelle  Größen  vorausgesetzt. 

18.  Das    Schwarzsehe    Spiegelungsprinzip,     a)  Spiege- 
lung an  einer  Geraden.    Wenn  sich  die  analytische  Funktion 

L«weut:  Konforme  Abbildang.  7 
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f{z)  in  der  Umgebung  der  Stelle  &  =  Zq  regulär  verhält,  gestattet 
sie  die  Darstellung 

Liegt  der  Punkt  Zq  auf  der  Achse  des  Reellen  und  sind  die 
Koeffizienten  a^,  a^,  ag,  .  .  .  reell,  so  folgt  aus  der  Entwicklung  (1) 
sofort,  daß  die  Funktion  f{z)  in  den  konjugierten  Punkten  z  =  x-\-iy 
und  z  =  X  —  iy  konjugiert  komplexe  Werte  f{z)  =  u  -\-  iv  und 
f(z)  =  u  —  iv  annimmt.  Eine  ümkehrung  dieses  Satzes  ist,  diiß 
die  Koeffizienten  a^  notwendig  reell  sind,  wenn  der  Punkt  Zq  auf 
der  iC-Achse  liegt  und  f(^z)  in  konjugierten  Punkten  konjugiert 
komplexe  Werte,  insbesondere  also  für  Punkte  der  reellen  Achse 
reelle  Werte  besitzt.  Man  braucht  die  Reihe  unter  Annahme 
reeller  z  —  Zq  nur  nm&l  in  Richtung  der  a?- Achse  zu  differenzieren 
und  nachher  z  ^  Zq  zu  setzen;  der  Differentialquotient  ist  reell 
und  hat  den  Wert  nl  a^,  woraus  die  Realität  von  a^  folgt. 
Läßt  sich  die  durch  das  Funktionenelement  (l)  definierte  Funktion 
über  den  Konvergenzkreis  hinaus  fortsetzen,  so  kann  die  Erweite- 
rung gleichzeitig  über  der  reellen  Achse  und  symmetrisch  dazu 
unter  ihr  vollzogen  werden.  Die  Eigenschaft,  daß  konjugierten 
Werten  des  Arguments  (der  Variabein)  konjugierte  Werte  der 
Funktion  entsprechen,  bleibt  auch  in  den  neu  hinzutretenden 
Gebieten  erhalten. 

Nach  diesen  vorbereitenden  Betrachtungen  wird  das  Schwarz- 
sehe Spiegelungsprinzip  leicht  verstanden  und  gewürdigt 
werden  können.    Sein  Entdecker  führt  es  mit  den  Worten  ein: 

L  Entspricht  bei  einer  analytischen  Funktion  einer 
stetigen  Folge  reeller  Werte  des  komplexen  Arguments 
eine  stetige  Folge  reeller  Werte  der  Funktion,  so  ent- 
sprechen je  zwei  konjugierten  Werten  des  Arguments 
konjugierte  Werte  der  Funktion. 

Hier  wird  also  im  Gegensatz  zu  oben  nicht  angenommen,  daß  die 
Funktion  sich  in  der  Umgebung  einer  Stelle  der  Achse  des  Reellen 
in  der  Form  (l)  entwickeln  läßt,  es  wird  nicht  angenommen,  daß 
die  Funktion  über  die  reelle  Achse  hinaus  fortgesetzt  werden  kann. 
Der  ursprüngliche  Definitionsbereich  der  Funktion  ist  (im  ein- 
fachsten Falle)  vielmehr  ein  Gebiet  Z,  das  ganz  auf  einer  Seite 
der  Achse  des  Reellen  liegt,  nur  soll  ein  Teil  dieser  Achse  zur 
Begrenzung  gehören,  und  es  soll  feststehen,  daß  in  einem  Stück 
dieser  geradlinigen  Begrenzung  die  Funktion  eine  stetige  Reihe 
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reeller  Werte  besitzt.  Der  Satz  I  besagt  dann,  daß  die  Funktion 
über  die  Achse  des  Reellen  hinaus  fortgesetzt  und  das  zu  Z 
symmetrische  Gebiet  Z  zu  dem  Geltungsbereich  der  Funktion 
hinzugenommen  werden  kann.  Welcher  Art  die  analytische  Fort- 
setzung ist,  braucht  nicht  wiederholt  zu  werden.  Vor  einem  Fehl- 
schluß sei  ausdrücklich  gewarnt.  Man  kann  den  zu  7j  symme- 
trisch gelegenen  Bereich  Z  zeichnen  und  in  ihm  eine  analytische 
Funktion  definieren,  die  in  den  Punkten  ~z  des  Gebiets  Werte  an- 
nimmt, die  konjugiert  komplex  zu  den  Werten  der  Funktion  f{£) 
in  den  symmetrischen  Punkten  z  sind.  Daß  die  so  im  Gebiet  Z 
erklärte  Funktion  keine  neue,  sondern  die  Fortsetzung  der 
Funktion  f{£)  ist,  bedarf  des  Beweises. 

Unserem  mehrfach  befolgten  Grundsatz  getreu,  unterdrücken 
wir  den  Beweis,  weil  sonst  wieder  ein  neues  funktionentheoretisches 
Hülfsmittel,  das  Cauchysche  Integi-al,  herangezogen  werden  müßte. 
Von  der  Bedeutung  des  Satzes  I  für  die  allgemeine  Funktionen - 
lehre  sprechen  wir  hier  nicht.  Für  die  Behandlung  von  Abbildungs- 
aufgaben ist  er  in  dieser  und  der  nachher  zu  besprechenden  ver- 
allgemeinerten Form  unzweifelhaft  das  wertvollste  Instrument. 
Es  ist  nur  eine  Übersetzung  in  eine  uns  geläufige  Sprache,  wenn 
wir  dem  Satz  I  die  Fassung  geben: 

II.  Entspricht  bei  der  Abbildung  des  Gebiets  7,  auf 
das  Gebiet  W  einem  zum  Rande  von  Z  gehörigen  Stück 
der  reellen  Achse  wieder  ein  Stück  der  reellen  Achse 
der  ?r-Ebene,  so  ist  gleichzeitig  das  zu  IF  symmetrisch 
gelegene  Gebiet  W  das  Bild  des  zu  Z  symmetrischen  Ge- 
bietes Z. 

Von  der  besonderen  Lage  der  Symmetrieachsen  können  wir 
uns  befreien;  anstelle  der  Achse  des  Reellen  der  einen  und  der 
andern  Ebene  können  zwei  beliebige  Gerade  treten.  Punkten,  die 
in  bezug  auf  die  Gerade  der  ^'-Ebene  spiegelbildliche  Lage  besitzen, 
entsprechen  symmetrische  Punkte  in  bezug  auf  die  Gerade  der 
?6'-Ebene,  wenn  bei  der  Abbildung  der  Bereiche  Z  und  TF  auf- 
einander Stücke  beider  Geraden  entsprechende  Randteile  sind. 
Durch  einfache  Transformation  (Drehung  und  Parallelverschiebung) 
beider  Ebenen,  bei  der  sie  sich  selbst  kongruent  bleiben,  ist  dieser 
allgemeinere  Fall  auf  den  speziellen  zuiückgeführt. 

b)  Spiegelung  an  einer  analytischen  Linie.  In  dem 
beliebig  begrenzten  Gebiet  Z  sei  eine  Punktion  w  =»  f(£)  erklärt, 

7* 
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die  für  die  Punkte  eines  Stückes  l  der  Begrenzung  eine  stetige 
Folge  reeller  Werte  durchläuft.  Wird  Z  so  auf  eine  ^Ebene  ab- 
gebildet, daß  das  Kurvenstück  l  in  ein  Stück  X  der  reellen  Achse 
der  ^Ebene  übergeht,  so  genügt  die  Funktion  tv  =  f{z)  als  Funktion 
von  t  betrachtet  den  Bedingungen  des  Satzes  I:  sie  wird  für  reelle 
Werte  von  t  längs  X  reell  und  ändert  sich  in  dem  Intervall  stetig. 
Die  Funktion  w  =  i{t)  kann  daher  über  die  Achse  des  Reellen  in 
der  ^Ebene  fortgesetzt  werden,  und  man  kann  sie  nunmehr  in 
zwei  zu  dieser  Geraden  symmetrisch  gelegenen  Gebieten  1  und  T 
erklärt  annehmen.  Der  Fortsetzung  in  das  Gebiet  T  hinein  ent- 
spricht aber  im  ursprünglichen  Gebiet  eine  Fortsetzung  der  Funk- 
tion f{/)  über  die  Kurve  l  hinaus.  Die  Funktion  f{/)  =  %  (t)  nimmt 
dabei  konjugiert  komplexe  Werte  an  in  konjugierten  Punkten  t 
(nach  I).  Nennt  man  nun  zwei  Punkte  m  und  z*  Spiegelbilder 
in  bezug  auf  die  Kurve  Z,  wenn  in  ihnen  f(^z)  konjugiert  kom- 
plexe Werte  erhält,  so  ist  der  Satz  gewonnen: 

III.  Die  im  Gebiete  Z  erklärte  analytische  Funktion 
w  =  f{z)^  die  längs  des  Randstücks  l  eine  stetige  Folge 
reeller  Werte  annimmt,  läßt  sich  über  l  hinaus  fort- 
setzen und  besitzt  konjugiert  komplexe  Werte  in  Punk- 
ten, die  sich  in  bezug  auf  das  Kurvenstück  l  in  spiegel- 
bildlicher Lage  befinden. 

Satz  III  gewinnt  seine  volle  Bedeutung  erst  durch  die  Be- 
merkung, daß  die  Erklärung  der  Punkte  z  und  z*  als  Spiegel- 
bilder in  bezug  auf  l  allein  durch  die  Gestalt  dieser  Linie  bedingt 
ist  und  nicht  etwa  von  der  besonderen  Wahl  der  Hilfsvariabeln 
t  abhängt.  Denn  sind  Zq  und  z^  zwei  Spiegelbilder  in  bezug  auf 
?,  gewonnen  aus  der  Abbildung  auf  die  ^Ebene,  so  sind  die  zu- 
geordneten Punkte  Iq  und  t^  symmetrisch  zur  reellen  Achse  der 
^Ebene.  Durch  eine  zweite  Abbildung  des  Gebiets  Z  auf  die  ^'-Ebene, 
wo  dem  Stück  l  der  Teil  l!  der  reellen  Achse  entspricht,  wii'd 
zwischen  den  Bereichen  der  <-Ebene  und  ^'-Ebene  wegen  der  sich 
entsprechenden  Strecken  l  und  l'  eine  Beziehung  gesetzt,  die  den 
Satz  I  anwendbar  macht.  Ist  daher  t^  das  Bild  von  Zq  in  der 
^'-Ebene,  so  entsprechen  sich  i^  und  /q',  nach  Satz  I  demnach  auch 
t^  und  /q.  Da  aber  t^  und  z^^  zugeordnete  Punkte  sind,  so  ist  Zq^ 
als  dem  Punkte  t'  entsprechender  Punkt  auch  für  die  Wahl  der 
Funktion  t'  das  Spiegelbild  von  Zq. 

Bei  den  Darlegungen   dieser  Nummer  ist  stillschweigend  an- 
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genommen,  daß  die  Abbildungen  in  den  Punkten  der  ausgezeichneten 
Linienstücke  frei  von  Singularitäten  sind,  daß  also  z.  B.  in  den 

Vorbereitungen  zu  Satz  III  die  Ableitung  -,-  längs  l  und  die 

Ableitung  -,-  längs  l  nicht  verschwindet. 

Die  einfachste  zulässige  Funktion  l  von  z  ist  die  gegebene 
Funktion  w  =  f{z)  selbst,  wie  aus  der  Voraussetzung  über  ihr 
Verhalten  längs  l  einleuchtet.  Indem  wir,  wie  in  Satz  II,  das 
geradlinige  Stück  X,  das  dem  Bogen  l  bei  der  Abbildung  des 
Gebiets  Z  auf  das  Gebiet  W  entspricht,  in  beliebiger  Lage  an- 
nehmen, können  wir  den  Satz  III  als  einen  Satz  über  konforme 
Abbildungen  aussprechen: 

IV.  Geht  bei  der  Abbildung  des  Gebietes  Z  auf  das  Ge- 
biet W  durch  die  Funktion  iv  =  f{z)  das  Stück  /des  Ran- 
des in  die  gerade  Strecke  L  über  und  sind  die  oben  an- 
gegebenen Bedingungen  erfüllt,  sowird  gleichzeitig  das 
zu  W  in  bezug  auf  L  symmetrische  Gebiet  1^*  auf  ein 
GebietZ*  bezogen,  dessen  Punkte  zu  den  Punkten  des 
Gebietes  Z  spiegelbildliche  Lage  gegen  l  besitzen. 

Die    Figuren    31a 
und  b  widersprechen  den 
obigen  Ausführungen 
nicht:  die  vier  Spiegel- 
bilder des  Punktes  z  in 
Fig.  31a  sind  Spiegel- 
bilder in  bezug  auf  vier 
verschiedene  Linien- 
stücke; Fig.  31b  zeigt, 
daß  in  bezug   auf  ver- 
schiedene    Linien     die  +^' 
Spiegelbilder    verschie-                   ^'^s-  »^  ••  *"'«  ^^  ^^ 
denor  Punkte  zusammenfallen  können.  Die  durch  Symmetrie  gegen 
die  beiden  Linien  entstandenen  Gebiete  überdecken  sich  in  letz- 
terem Fall. 

Die  abbildende  Funktion  ^,  die  das  Bogenstück  l  in  das  gerad- 
linige Stück  l  der  reellen  Achse  überführt,  ist  ohne  weiteres  an- 
gebbar, die  Sätze  III  und  IV  also  gültig,  wenn  der  Rand  teil  l 
ein  regulärer  Bogen  einer  analytischen  Linie  ist.  Ein 
solcher  ist  durch  die  Gleichung 
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(1)        ^  =  a;  4-  i^  =  Co  +  c,{t  ~  Q  +  c,{t  -  t,y  + 


Parameter,   (q   einen 


definiert.  Darin  bedeutet  t  einen  reellen 
speziellen  Wert  von  t  und  c^  =  «q  -f  i&Q,  c^  =  a^  •{-  ih^^  .  .  .  kom- 
plexe Konstante.  Die  Koordinaten  x  und  y  eines  Kurvenpunktes 
sind  somit  Funktionen,  die  mit  Hilfe  des  reellen  Parameters  t  in 
ähnlicher  Form  wie  (l)  geschrieben  werden  können;  nur  sind  die 
Koeffizienten  dieser  Darstellungen  reell.  Regulär  heißt  der  für 
die  verschiedenen  zulässigen  Werte  t  beschriebene  Bogen,  wenn 
Z  eine  analytische  Funktion  von  t  ist.  Die  Konvergenz  der 
Reihe  (l)  für  jeden  Punkt  t^  des  Bogens  l  bringt  es  mit  sich,  daß 
mau  der  Variabein  t  auch  komplexe  Werte  beilegen  kann,  ohne  daß 
die  Reihe  —  bei  Beschränkung  des  t  auf  Größen  von  hinreichend 
kleinem  Betrage  —  aufhört  zu  konvergieren.  Durch  die  Funktion 
des  komplexen  Arguments  t  von  z  wird  das  Gebiet  Z  auf  ein  Ge- 
biet der  f- Ebene  abgebildet,  und  zwar  so,  daß  das  Bogenstück  l 
in  einen  Teil  l  der  Achse  des  Reellen  übergeht.  Durch  l  werden 
zwei  gewisse,  zu  beiden  Seiten  der  reellen  Achse  symmetrisch 
liegende  Gebiete  T  und  T  getrennt,  denen  in  der  ^-Ebene  zwei 
längs  l  zusammenhängende  Gebiete  entsprechen.  Eine 
Funktion  f{z)y  die  in  der  mehrfach  angegebenen  Art 
•2ö     reell  wird  für  Punkte  von  Z,  läßt  sich  daher  über  l 

hinaus  fortsetzen.  Sie  nimmt 
^*^  dabei    konjugiert    komplexe 

Werte  an  in  Punkten,  die 
Spiegelbilder  voneinan- 
der sind  in  bezug  auf  die 
analytische  Linie  /. 

Ganz   besonders   einfach 
und    darum    für     die     An- 
wendungen  wichtig  ist  die 
Spiegelung  am  Kreise.    Durch  die  Parameterdarstellung 

,    .  1  —  *'   ,    .       2« 


i>- 


Fig. 


OO 


ist  der  ganze  Kreis  als 
Zu   dem   beispielsweise   i 


regulärer  Kurvenbogen  gekennzeichnet, 
m    Innern    des    Kreises   angenommenen 


Punkte  Zq  (Fig.  32)  ist  das  Spiegelbild  in  bezug  auf  den  Kreis 
gesucht.  Der  Durchmesser  durch  Zq  schneidet  den  Kreis  in  a 
und  h  {ßz^^hz^.  Bildet  man  den  Kreis  so  auf  die  Halbebene  t  ab, 
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daß  die  Kreislinie  in  die  Achse  des  Reellen  übergeht,  der  Punkt  a 
nach  ^  =  0,  der  Punkt  h  nach  t  =  oo  gelangt,  so  verwandelt  sich 
die  Gerade  ah  in  die  Achse  des  Imaginären,  weil  die  Gerade  durch 
den  Transformationsmittelpunkt  h  wieder  eine  Gerade  ergibt,  die 
überdies  das  Bild  des  Kreises  rechtwinklig  schneiden  muß.  Auf 
dieser  Achse  liegen  zwei  Punktepaare:  /q,  das  Bild  von  Zq^  und 
der  konjugierte  Punkt  /q,  dem  der  Spiegelbildpunkt  Zq*  von  Zq 
entspricht,  und  zweitens  die  Punkte  0  und  oo.  Die  vier  Punkte 
sind  hanuonische  Punkte;  ihr  Doppelverhältnis 

(<.J„,0,oc)  =  ;-'^:pA 

ist  wegen  f^  =  —  t^  gleich  —  1.  Da  nach  Nr.  6  bei  linearer 
Transformation  das  Doppelverhältnis  von  vier  Punkten 
unverändert  (invariant)  bleibt,  sind  daher  die  vier  in  gerader 
Linie  liegenden  Punkte  Zq,  a,  Zq*^  b  harmonisch  und  Zq*  der  vierte 
harmonische  Punkt  zu  &,  Zq^  a.  Ist  Tq  der  Abstand  des  Punktes  Zq 

r' 
vom  Mittelpunkt  31  des  Kreises,  so  ist  MZq*  =  — 

Fünftes  Kapitel.^) 

Konforme  Abbildniig  einer  Kreisfläche  auf  das  Innere 
eines  konvexen  Polygons. 

19.  Abbildung  auf  die  Dreiecksfläche.  Es  sollen  hier  noch 
weitere  Beispiele  zu  Riemanns  allgemeinem  Abbildungssatz  für 
einfach  zusammenhängende  Bereiche  gegeben  werden.  Es  wird  sich 
um  polygonale  Bereiche  handeln,  Gebiete  also,  die  von  einer  end- 
lichen Anzahl  geradliniger  Strecken  begrenzt  sind.  Die  Theorie 
der  konformen  Abbildung  dieser  speziellen  Bereiche,  die  in  enger 
Beziehung  zur  Theorie  der  elliptischen  Funktionen  steht,  ist  zu- 
erst von  Christoffel  und  H.  A.  Schwarz  Ende  der  sechziger 
Jahre  des  vergangenen  Jahrhunderts  studiert  worden.  Wir  wollen 
uns  hier  an  die  Arbeiten  dieser  beiden  Autoren  anschließen.  Da- 
bei wollen  wir  uns  auf  die  Betrachtung  konvexer  Polygone  be- 
schränken, die  ganz  im  Endlichen  liegen.  Ein  Polygon  heißt  kon- 
vex, wenn  jede  Strecke,  deren  Endpunkte  auf  der  Berandung  des 
Polygons  liegen,  ganz  im  Innern  oder  auf  dem  Rande  des  Polygons 

1)  Dieses  Kapitel  rührt  von  Herrn  W.  Blaschke  her. 
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enthalten  ist.  Einspringende  Ecken  sind  also  bei  einer  solchen 
Figur  ausgeschlossen. 

Unsere  Aufgabe  ist  hiernach  diese:  Man  soll  eine  Kreisfläche 
eindeutig,  stetig  und  konform  abbilden  auf  die  Fläche  eines  kon- 
vexen Polygons.  Die  Konformität  oder  Winkeltreue  ist  dabei  natür- 
lich für  die  Eckpunkte  des  Polygons  nicht  mehr  möglich.  Wir 
wissen,  daß  nach  dem  im  vorigen  Kapitel  angegebenen  Riemann- 
schen  Satze  diese  konforme  Abbildung  existiert,  und  daß  dabei 
die  Zuordnung  der  Randpunkte  (die  im  Fall  konvexer  Bereiche 
alle  nur  einfach  zu  zählen  sind)  ausnahmslos  eineindeutig  und  stetig 
(im  gevv^öhnlichen  Sinne  des  Wortes)  ausfallen  muß.  Auf  Grund 
dieses  Wissens  über  die  Existenz  der  Abbildungen  wollen  wir 
einen  analytischen  Ausdruck  herstellen  für  die  Funktionen,  die 
diese  Abbildungen  vermitteln. 

Das  einfachste  Beispiel,  das  sich  hier  darbietet,  ist  die  Ab- 
bildung der  Kreisfläche  auf  eine  Dreiecksfläche.  Nehmen  wir  etwa 
den  Einheitskreis  |  ;S  |  <  1  in  der  2;-Ebene  und  das  Dreieck  mit 
den  Eckpunkten  tv^,  w^i  w^  in  der  ?<;-Ebene.  Von  diesen  drei  Punk- 
ten müssen  wir  nur  annehmen,  daß  sie  im  Endlichen  liegen  und 
nicht  sämtlich  einer  Geraden  angehören.  AVir  wollen  uns  überdies 
die  Fußmarken  so  gewählt  denken,  daß  der  Umlauf  von  ii\  über 
IC2  nach  tv^  positiv  ausfällt,  daß  also  die  Dreiecksfläche  zur  Lin- 
ken liegt,  wenn  man  sich  in  diesem  Sinne  um  die  Figur  herura- 
bewegt. 

Man  kann  das  Problem  zunächst  dadurch  etwas  vereinfachen,  daß 
man  an  Stelle  der  Veränderlichen  z  eine  neue  Veränderliche  ^  ein- 
führt durch  die  lineare  Substitution 

r-i\  ,        .  1—z  i—  ^ 

Dadurch  wird  die  Fläche  des  Einheitskreises  |  ^;  |  <  1  in  der  z- 
Ebene  konform  abgebildet  auf  die  „obere"  Halbebene  in  der  ^- 
Ebene,  also  auf  das  Gebiet  7^  >  0,  wenn  wir  ^  =  '^  -{-  iri  setzen 
Ist  nämlich  ^  reell,  so  wird 

und  dem  Punkt  ^  =  0  entspricht  ^  =  i.  Betrachten  wir  nunmehr 
die  Abbildung  der  ^-Ebene  auf  die  w-Ebene,  so  haben  wir  den 
Vorteil  erreicht,  daß  die  abzubildenden  Bereiche,  nämlich  die  Halb- 
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ebene  ?/  >  0  und  die  Dreiecksfläche  iv^iv^w^^  beide  geradlinig  be- 
grenzt sind. 

Die  Punkte  auf  der  Achse  der  reellen  ^,  die  den  Eckpunkten 
«•j,  M'2,  u'^  zugeordnet  sind,  nennen  wir  ^j,  ^g»  ^3-  ^^  dieser  An- 
ordnung müssen  sie  im  Sinne  wachsender  Werte  des  Realteiles  | 
von  l  aufeinander  folgen.  Man  kann  annehmen,  daß  die  Punkte 
^n  ^2»  ^3  ^"^  Endlichen  liegen,  denn  fiele  einer  von  ihnen  mit  dem 
unendlich  fernen  Punkt  ^=00  zusammen ,  so  könnten  wir  ihn 
durch  eine  reelle  lineare  Substitution  von  ^,  welche  die  Halbebene 
1^  ]>  0  in  sich  selbst  überführt,  ins  Endliche  zurückholen. 

Die  analytische  Funktion  w{^\  welche  die  konforme  Abbildung 
der  Halbebene  t/  >  0  auf  die  Fläche  des  Dreiecks  iv^w^n'z  leistet, 
ist  für  7^  >  0  regulär  und  geht  auf  dem  Rande  r^  =  0  in  eine 
stetige  Folge  von  Randwerten  über.  Durch  eine  ganze  lineare 
Substitution 

(2)  ic*  =  K^tv^K^,     ^1  +  0, 

durch  die  das  Dreieck  w^iv^ic^  einer  Ahnlichkeitstransformation 
unterworfen  wird,  die  für  unser  Problem  nichts  zu  bedeuten  hat, 
können  wir  eiTeichen,  daß  etwa  die  Endpunkte  Wj,  iv^  auf  die 
Achse  des  Reellen  fallen.  Dann  nimmt  die  Funktion  ?^'*(^)  auf 
der  Strecke  ^^  ^^  reelle  Randwerte  an,  und  es  folgt  aus  dem  Spiege- 
lungssatz von  Schwarz  (siehe  S.  92),  daß  die  Funktion  w*(^) 
und  daher  auch  w{^  sich  noch  auf  dem  Stücke  ^^^^  der  Achse 
des  Reellen  (mit  Ausschluß  der  Endpunkte  ^j,  ^2)  regulär  verhält. 
Ebenso  schließt  man,  daß  iv{^  zwischen  ^2  ^°d  ^3  ""d  auch  zwi- 
schen ^3  und  ^j,  insbesondere  auch  im  unendlich  fernen  Punkt 
^  =  cx)  regulär  ist.  Der  Differential quotient  w\^  ist  wegen  der 
Winkeltreue  der  Abbildung  im  Gebiet  1?  ^  0  durchweg  von  Null 
verschieden  mit  Ausnahme  der  Punkte  ^j,  ^^i  ^s»  ^^  ®^  notwendig 
verschwinden  muß,  da  hier  die  Konformität  unterbrochen  ist. 

Da  die  Lage  und  die  Größe  des  Dreiecks  ii\w^ii\  und  daher 
jede  Substitution  von  der  Form  (2)  für  unsere  Aufgabe  unwesent- 
lich ist,  so  wird  es  zweckmäßig  sein,  sich  eine  Funktion  f{^)  zu 
verschaffen,  welche  von  dieser  Willkür  nicht  abhängt.  Dazu  wählt 
man  nach  Schwarz  den  Ausdruck 

Diese  Funktion  f{^)  ist  tatsächlich  von  der  Wahl  der  Sub- 


^^ 
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stitution  (2),  also  von  der  Wahl  der  K^^  K^  unabhängig,  da  für 
alle  zulässigen  Werte  dieser  Konstanten  die  identische  Relation 
gültig  ist 


d  ,     dw 

-TZ  In  -tt: 


d  -     dw* 


Aus  dem,  was  wir  über  die  Funktion  iv(i^  wissen,  können  wir 
leicht  einige  wichtige  Folgerungen  für  die  Funktion  f{t,)  ziehen. 
Da  w'(0  ^°^  Gebiet  t^  ^  0  mit  Ausnahme  der  Stellen  ^j,  l^^  ^3 
regulär  und  von  Null  verschieden  ist,  so  ist  auch  f{^  daselbst 
regulär.  Bezeichnet  man  ferner  den  (bis  auf  Vielfache  von  2  %  er- 
klärten) Winkel,  um  den  man  die  Achse  des  Reellen 
drehen  muß,  bis  sie  so  auf  die  Dreiecksseite  iv^w^  zu 
liegen   kommt,   daß    der   positive  Durchlaufungssinn 


der  Achse  in  den  Sinn  von  w^  nach 
»3,  so  ist 


übergeht,  mit 


arg 


dii!) 
~di 


zwischen 
ajso  hier 


für  die  Punkte  zwischen  ^^  und  ^3 
auf  dem  Rande  ^  =  0,  genauer  aus- 
gedrückt: für  die  Punkte  der  end- 
lichen   oder    unendlichen    Strecke 


die  den  Punkt  ^3  nicht  enthält.    Es  ist 


und 


In 


dxü 
dl 

dw 


dtv 
dl; 


»'wj 


-\-  icö. 


1  dw 
^  ==  ^"  '  d^ 

Daraus  folgt  aber,  daß  f{i)  zwischen  ^j  und  ^^  eine  stetige 
Folge  reeller  Werte  durchläuft.  Ebenso  findet  man,  daß  f{^)  in 
den  zwei  anderen  Teilen  der  Achse  r^  =  0  zwischen  ^g»  ^3  ^^^ 
zwischen  ^3,  ^^  reelle  Werte  annimmt.  Daraus  folgt  aber  wieder 
mit  Hilfe  des  Spiegelungsprinzips,  daß  f(t)  über  die  ^- Achse  hin- 
weg analytisch  fortgesetzt  werden  kann,  indem  man  konjugiert 
komplexen  Werten  der  Variablen  ^  konjugiert  komplexe  Funktions- 
werte zuordnet.  f(^)  ist  somit  zu  einer  in  der  ganzen  ^-Ebene  mit 
Ausschluß  der  Stellen  ^j,  ^2»  ^2  i'egulär  und  eindeutig  erklärten 
analytischen  Funktion  erweitert  worden.  Jetzt  bleibt  nur  noch  ihr 
Verhalten  an  den  drei  ausgeschlossenen  Stellen  zu  untersuchen. 
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Dazu  benutzen  wir  eine  Hilfsabbildung  auf  eine  neue  kom- 
plexe Zahlenebene,  die  wir  j(=  j -j- i^)- Ebene  nennen  wollen. 
Wir  bilden  die  obere  Halbebene  l)  >  0  in  der  Umgebung  des 
Nullpunktes  5  =  0  konform  ab  auf  die  Fläche  des  Dreiecks  in 
der  Umgebung  dos  Eckpunktes  iv^^  wobei  die  Konformität  nur  für 
das  Stellenpaar  5  =  0,  w  =  tc^  gestört  sein  soll.  Nennen  wir  den 
Dreieckswinkol  bei  iv^  etwa  y^  (0  <!  yi  <C  ^),  so  können  wir  die 
gewünschte  Abbildung  herstellen  durch  die  analytische  Funktion 

(4)  !r  =  «-l  +  «*°--J^- 

Die  Potenz  j'*  ist  dabei  so  zu  berechnen,  daß 


argS'' 

=  h 

arg  5, 

0^ 

arg  5 

^n 

zu  nehmen  ist.  Diese  Abbildung  der  J-Ebene  auf  die  ft'-Ebene 
setzen  wir  zusammen  mit  der  Abbildung,  die  nach  unseren  An- 
nahmen zwischen  der  i(;-Ebene  und  der  ^-Ebene  besteht.  Die  Funk- 
tion ä(^),  die  zu  dieser  zusammengesetzten  Abbildung  gehört,  ist 
für  T?  >■  0  in  der  Umgebung  von  fj  regulär  und  nimmt,  da  die 
^- Achse  der  j-Achse  entspricht,  auf  der  ^-Achse  eine  stetige  Folge 
reeller  Werte  an.  Daher  ist  aber  nach  dem  Spiegelungsprinzip  die 
Funktion  j(J)  auch  noch  im  Punkte  Jj  regulär  und  hat  die  Form 

h  *  «la  -  «  +  «,a  -  ^i)'  +  %a  -  fj'  +  •  •  •, 

«1  +  0. 
Hieraus  folgt 

j"  -  (?  -i,Y  { h  +  hü  -  r,)  +  h,(i  -?,)'  +  •••), 

6„  +  0. 

Yi 

Dabei  sind  über  die  Berechnung  der  Funktion  (^  —  ^^)"  analoge 

Yi 

Vorschriften  zu  machen  wie  für  j''.  Multiplizieren  wir  links  und 
rechts  mit  e*"'»  und  differenzieren  wir  dann  nach  f,  so  wird 
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Hieraus  folgt  weiter  durch  logarithmische  Differentiation 

^^  -  1 

wo  $j  eine  konvergente  Reihe  nach  ganzen  positiven  Potenzen 
von  (^  —  ^^)  andeutet. 

Damit  haben  wir  also  auch  über  die  Gestalt  der  Singularität 
von  f{^  an  der  Stelle  ^^  Aufschluß  gewonnen. 

Führen  wir  noch  eine  neue  Bezeichnung  ein.  Wir  nennen  den 
kleinsten  positiven  Winkel,  durch  den  man  die  von  w^  nach  w^ 
gerichtete  Dreiecksseite  um  iv^  drehen  muß,  bis  sie  mit  der  von 
IV ^  nach  w^  gerichteten  Seite  zusammenfällt  Ajor,  den  „Außen- 
winkel" des  Dreiecks  bei  w^  (Fig.  33,  S.  100).  Dann  bestehen 
die  Beziehungen 

0  <  ^1  <  1 ,     l^n  -\-  y^=^  %. 

Die  Entwicklung  von  f{^  an  der  Stelle  ^,  kann  nun  auch  in  der 
Form  geschrieben  werden 

(5*)  /•(f)  =  _^A_^^+^^(j_f,), 

und  analoge  Entwicklungen  findet  man  für  die  Stellen  ^g  ^lod  ^3 
durch  Vertauschung  des  Index  1  mit  den  Indizes  2  und  3. 
Betrachten  wir  nun  die  Funktion 

Sie  ist  nach  dem,  was  wir  oben  gezeigt  haben,  in  der  ganzen  ^- 
Ebene  mit  Einschluß  des  unendlich  fernen  Punktes  regulär.  Eine 
solche  Funktion  ist  aber  nach  einem  fundamentalen  Satze  der 
Funktionentheorie  ^)  notwendig  eine  Konstante.  Ä;  ist  also  eine 
Konstante,  deren  Wert  noch  zu  bestimmen  bleibt. 

Durch  Integration  findet  man  ^ 

dw Ce^^ 

Da  diese  Funktion  sich  im  Punkt  ^  =  cx)  regulär  verhalten  soll, 
so  muß  Ä  ==  0  sein.  Integriert  man  noch  einmal,  so  findet  man 
daher  schließlich 


1)  Satz  von  Liouville.  Vgl.  etwa  Osgood,  Lehrbuch  der  Funk- 
tionentheorie, I.  Bd.,  S.  256.     Leipzig  1907,  B.  G.  Teubner. 
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Bei  der  Berechnung  des  Integrals  ist  zu  beachten,  daß  ^q  und  der 
Integrationsweg  im  Innern  oder  auf  dem  Rande  der  oberen  Halb- 
ebene gewählt  werden  muß.  Um  ferner  (^ —  t„y"('^  =  li  2,  3) 
zu  berechnen,  hat  man 

.j^x  arg  (^  -  ^yn  =  A„  arg  (^  -  ^J , 

"^  O^arg^-O^^ 

zu  nehmen.  l„7t  war  der  Außenwinkel  des  Dreiecks  an  der  Stelle  iv^ 

(II)  0<i„<l, 

es  besteht  daher  die  Relation 

(11)  ^"^»  =  2, 

die  zur  Folge  hat,  daß  sich  die  Funktion  w{^  auch  an  der  Stelle 
^  =  oo  regulär  verhält.  Es  bestehen  auch  die  Ungleichungen 

(U)  ?l  +  J,  +  f3. 

Wir  haben  nunmehr  —  heben  wir  das  noch  einmal  ausdrück- 
lich hervor  —  unter  wiederholter  Anwendung  des  Schwarzsehen 
Spiegelungsprinzips,  gestützt  auf  den  allgemeinen  Abbildungssatz  für 
einfach  zusammenhängende  Bereiche,  den  vollständigen  Beweis  da- 
für erbracht,  daß  die  Halbebene  ??  >  0  der  ^-Ebene  durch  die 
Vermittlung  einer  Funktion  u-i^)  von  der  Form  (I)  ausnahmslos, 
eindeutig,  stetig  und  konform  abgebildet  werden  kann  auf  die 
Fläche  eines  beliebigen  Dreiecks  in  der  «<;-Ebene. 

20.  Elementarer  Beweis  für  die  Abbildung  der  Dreiecks- 
fläche.  Man  kann  auch  durch  ganz  elementare  Überlegimgen,  ohne 
sich  auf  den  Riemann  sehen  Satz  zu  berufen,  zeigen,  daß  jeder  Aus- 
druck von  der  Form  (I),  wenn  die  Vorschriften  (11)  erfüllt  sind, 
die  konforme  Abbildung  der  Halbebene  t^  >  0  auf  eine  Dreiecks- 
fläche vermittelt.  Und  dann  kann  man  auch  ohne  Mühe  nachträg- 
lich zeigen,  daß  man  so  auf  jede  Dreiecksfläche  kommen  kann 
durch  geeignete  Wahl  der  Konstanten  C,  C,  X^. 

Nehmen  wir  an,  die  Punkte  ^,,  ^j,  ^g  lägen  in  der  Anordnung 
^1  *^  ^2  ^  ^3   a^^  ^^^'  b-Achsc.     Durch  geeignete  Wahl  der  Be- 
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Zeichnung  können  wir  ja  immer  diese  Anordnung  herstellen. 
Dann  ist 

-  (Ai  +  A^  4-  hy  =  -  27r  für  ^  <  ^^, 

-(0  4-Aj,  +  A3)7r  für  ^i<e<e8, 

-(0+  0-{-l^)n  für  ^2<^<^3, 

-(0+  0+  0);r  =  0  für  ^3  <  ^ 

Läuft  man  also  bei  der  Integration  (I)  etwa  auf  der  negativen  ^-Achse 
im  Sinne  wachsender  Werte  von  1 ,  so  bleibt  arg  iv  (^)  konstant, 
d.  h.  der  Punkt  iv  bewegt  sich  geradlinig  fort.  Überschreitet  man 
die  Stelle  ^,  so  schwenkt  der  Punkt  w  um  den  Winkel  l^n  nach 
links  und  läuft  dann  wieder  geradlinig  weiter.  So  geht  dies  fort. 
Die  Figur  muß  sich  schließen  nach  dem  Satze  von  Cauchy 
über  die  Integration  komplexer  Funktionen,  da  nämlich  das  Integral 
sich  für  ^  =  00  regulär  verhält  und  auf  unserem  Integrationswege 
kein  singulärer  Punkt  der  integrierten  Funktion  umlaufen  wird. 
Da  einer  einmaligen  Durchlaufung  der  |- Achse  eine  einmalige 
Durchlaufung  des  Dreieckumfanges  entspricht,  so  sind  die  beiden 
Gebiete  t^  >  0  und  die  Dreiecksfläche'  eineindeutig  auf  einander 
abgebildet. 

Damit  ist  der  Beweis  schon  vollendet.  Soll  man  durch  die 
konforme  Abbildung  auf  ein  bestimmt  vorgegebenes  Dreieck  kom- 
men, so  hat  man  nur  die  Größen  l^n  gleich  den  Außenwinkeln 
des  gegebenen  Dreiecks  zu  wählen.  Dann  bildet  die  Funktion 
w(^^  bei  beliebigen  0(4=  0)  und  C'  die  Halbebene  auf  ein  Dreieck 
ab,  das  zu  dem  gegebenen  ähnlich  ist.  Durch  geeignete  Wahl  der 
Konstanten  C  und  G'  kann  man  also  noch  nachträglich  erreichen, 
daß  das  entstehende  Dreieck  mit  dem  gegebenen  zusammenfällt. 

Eine  reelle  lineare  Substitution  mit  positiver  Determinante 
führt  die  Halbebene  7;  >  0  in  sich  über.  Man  kann  daher  eine 
solche  Transformation  dazu  benutzen,  um  das  Integral  in  der 
Formel  (I)  zu  normieren,  indem  man  etwa  die  Punkte  ^^ ,  ^21  ^3  ^^ 
die  Punkte  0,  1,  00  überführt,  was  durch  die  Substitution 

geschieht.    Dabei  nimmt,  wie  eine  kleine  Rechnung  lehrt,  bei  der 
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die  Beziehung  A^  -f  Ag  -f  ^3  =  2  zu  beachten  ist,  die  Formel  fol- 
gende Gestalt  an 

(3)  u^-cj^-^^  +  C. 

So 

Kehren  wir  wieder  zu  einer  beliebigen  Annahme  der  Punkte 
^1»  ^j»  ^3  ^^f  ^^^  ^- Achse  zurück  und  führen  wir  die  Trans- 
formation 

rückwärts  aus,  die  uns  von  der  Fläche  des  Einheitskreises  |  ^e^  |  <  1 
auf  die  Halbebene  t^  >  0  geführt  hat.  Setzt  man 

in  die  Formel  (2)  ein,  so  findet  man,  daß  w{z)  dieselbe  Form  hat 
wie  w®,  nämlich 

(III)  tv  =  K  I' zn—^—xn ^  +  ^' 

^     ^  J  {z-z,  )h  {z  -  z^)h  {z  -  z^y.  ^ 

*0 

Dabei  ist  aber  jetzt  die  Veränderlichkeit  von  z  auf  das  Gebiet 
I  5"  ;  ^  1  einzuschränken  und  die  Punkte  z^^  z^y  e^  sind  beliebig, 
nur  verschieden  voneinander  auf  dem  Einheitskreis  zu  wählen. 
Unter  den  Bedingungen 

^A,  =  2,     0<A„<1 

vermittelt  also  die  Formel  (III)  bei  geeigneter  Wahl  der  Konstanten 
die  Abbildung  der  Kreisfläche  .S'|<1  auf  die  Fläche  eines  beliebig  vor- 
geschriebenen Dreiecks  mit  den  Außenwinkeln  AjTT,  A^tt,  A^tt.  Bei 
der  Berechnung  der  Ausdrücke  {z  —  z^^»  hat  man  dabei  so  vor- 
zugehen. Setzt  man  z^  =  e'"'^",  wobei  {—  7t  ^  ^^  <i  n)  ist,  so  ist 

und 

(IV)  arg  {z  -  z„yn  =  A„  arg  (z  -  z„) 

zu  nehmen.  Durch  diese  Festsetzungen  ist  die  Funktion  w{z)  im 
Einheitskreise  eindeutig  erklärt. 
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Man  kann  übrigens  auch  bei  der  Formel  (III)  durch  das 
Verhalten  der  Argumente  am  Rande  erkennen,  daß  sie  eine  Ab- 
bildung des  Einheitskreises  auf  ein  Dreieck  darstellt. 

21.  Abbildung  auf  Vielecke.  In  der  vorigen  Nummer  haben 
wir  gezeigt,  daß  für  das  Studium  der  konformen  Abbildung  der 
Dreiecke  die  etwas  schwierigeren  Überlegungen,  die  wir  in  Num- 
mer 19  angestellt  hatten,  sich  eigentlich  entbehren  ließen.  Hatte 
man  erst  einmal  die  Formel  (I)  —  die  muß  man  sich  allerdings 
irgendwie  verschaffen  —  dann  kann  man,  wie  in  Nummer  20  dar- 
getan ist,  ohne  Schwierigkeiten  alles  zeigen,  was  wir  vorher  auf 
langwierigem  Wege  ermittelt  hatten.  Der  Wert  der  Überlegungen 
von  Nummer  19  liegt  also  anscheinend  nur  darin,  daß  man  durch 
sie  die  Formel  (I)  auf  systematischem  Wege  auffinden  kann.  Geht 
man  aber  einen  Schritt  weiter,  betrachtet  man  nämlich  an  Stelle 
von  Dreiecken  Vielecke  mit  größerer  Eckenzahl,  so  erkennt  man 
sofort,  daß  diese  Betrachtungen  erheblich  weiter  reichen  als  die 
späteren. 

Der  Beweis  in  Nummer  19  läßt  sich  nämlich  ohne  weiteres 
auf  konvexe  Polygone  übertragen,  deren  Seitenzahl  s  größer  als 
drei  ist.  Geht  man  den  Beweis  durch,  so  findet  man,  daß  an  keiner 
Stelle  die  Voraussetzung  s  =  3  irgendeine  Rolle  spielt.  Alles  gilt 
in  derselben  Weise  auch  für  konvexe  Polygone  mit  größerer 
Seitenzahl. 

Man  findet  so  das  allgemeinere  Theorem:  Man  kann  die  obere 
Halbebene  t^  >  0  der  ^-Ebene  eindeutig,  stetig  und  konform  ab- 
bilden auf  die  Fläche  eines  beliebig  vorgeschriebenen  konvexen 
Polygons  mit  der  Seitenzahl  s  ^  3  in  der  w-Ebene  durch  eine 
analytische  Funktion  von  der  Gestalt 
C 

Dabei  haben  die  Relationen  (II)  unveränderte  Gültigkeit  und 
die  Größen  A^7r(w  =  1,  2, . . .  .<?)  bedeuten  die  analog  wie  in  Figur  33 
gemessenen  Außenwinkel  des  Vielecks. 

Die  Überlegungen  von  Nummer  20  lassen  sich  ebenfalls  ver- 
allgemeinern, aber  nicht  ausnahmslos.  Zunächst  zeigt  man  nämlich 
gerade  wie  dort,  daß  die  Funktion  iv(^),  welche  durch  die  For- 
mel (P)  definiert  ist,  die  konforme  Abbildung  der  Halbebene 
1^  >  0  auf  ein  konvexes  Polygon  vermittelt,  sobald  nur  die  Be- 
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dingungen  (11)  erfüllt  sind.  Daß  man  aber  durch  geeignete  Be- 
stimmung der  Konstanten  A^,  ^^,  C  und  G'  zu  jedem  konvexen 
s-Eck  kommen  kann,  das  ist  jetzt  nicht  mehr  so  einfach  nach- 
zuweisen. Dort  hatten  wir  nämlich  die  Tatsache  benutzt,  daß  ein 
Dreieck  seiner  Gestalt  nach  schon  völlig  bestimmt  ist,  wenn  man 
nur  seine  Außenwinkel  l^it  angibt,  das  ist  aber  schon  fürs  Viereck 
nicht  mehr  zutreffend.  Hier  leistet  also  unser  erster  Beweis,  der 
vom  allgemeinen  Riemannschen  Satz  für  einfach  zusammenhängende 
Bereiche  ausging,  erheblich  mehr. 

Man  kann  sich  allerdings  durch  eine  Abzahlung  der  verfüg- 
baren Konstanten  plausibel  machen,  daß  die  Formel  (P)  alle  kon- 
vexen Polygone  liefert,  aber  wenn  man  diesen  Gedankengang  zu 


Fig.  34. 

einer  zwingenden  Schluß  weise  ausgestalten  will,  muß  man  dazu 
auch  ganz  schweres  Rüstzeug  heranholen. 

Natürlich  kann  man  auch  für  s  >  3  die  Abbildung  auf  den 
Einheitskreis  N?  |  •<  1  genau  ebenso  vornehmen,  wie  im  früheren 
Falle  s  =  3.  Man  hat  nur  in  der  Formel  (I*)  z  an  Stelle  von  ^  ein- 
zuführen und  die  Regeln  (IV)  zu  beobachten.  Schreiben  wir  diese 
Formel  etwa  für  ein  regelmäßiges  s-Eck  hin.  Da  können  wir 
die  z  gleich  den  5-ten  Einheitswurzeln  setzen  und  für  alle  X 
2  ** 

haben  wir       zu  setzen.  Auf  diese  Art  findet  man  unter  unerheb- 
licher Spezialisierung  der  Konstanten 


w 


Leweut:  Kuufortne  Abbildung. 
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I 
Reproduzieren  wir  hier  eine  Figur  (Fig.  34  auf  der  vorigen  Seite),  | 
die  H.  A.  Schwarz  für  den  Fall  s  =  4  gezeichnet  hat!  \ 

Wir  haben  naturgemäß  s  ^  3  vorausgesetzt.  Man  kann  nun  ; 
aber  die  Formel  (P)  oder  die  analoge  Formel  für  die  Variable  g  | 
im  Einheitskreise  auch  noch  für  5  =  2  und  auch  noch  für  s  =*  1  i 
hinschreiben.  Für  5  =  2  liefert  die  Formel  in  z  bei  Beachtung  . 
der  Bedingungen  (IV)  die  Abbildung  der  Fläche  des  Einheitskreises  j 
auf  das  Innere  eines  Winkels  von  der  Größe  7r(l  —  A^),  wenn  j 
^1  ^  ^2  ^^^'  ^^^  ^^  Falle,  daß  A^  =  Ag  =  1  ist,  rückt  der  Scheitel  ! 
des  Winkels  ins  Unendliche,  und  so  entsteht  die  Abbildung  des  i 
Einheitskreises  auf  einen  von  zwei  parallelen  Geraden  begrenzten  ' 
Streifen,  der  sich  beiderseits  ins  Unendliche  erstreckt.  Man  erhält  j 

eine  derartige  Abbildung  auf  den  Streifen  —  j  <  w  <  -f  -  ,  (u  =  i 

Realteil  von  w),  wenn  man  | 

w  =  arc  tg  0  I 

i 
setzt.  Für  s  =  1  schließlich  erhält  man  die  Abbildung  der  Kreis-  | 
fläche  auf  die  Halbebene.  j 

Es  liegt  der  Gedanke  nahe,  die  hier  durchgeführte  Unter-  | 
suchung  auch  auf  Polygone  von  allgemeinerer  Art  auszudehnen,  i 
indem  man  die  Bedingung,  daß  die  Polygone  konvex  sein  sollen  ] 
{^n  ^  ^)^  fallen  läßt.  Man  kann  dann  auch  Polygone  zulassen,  ] 
die  die  Ebene  mehrfach  überdecken.  Eine  andere  Art  der  Ver-  ; 
allgemeinerung  wäre,  die  Seitenzahl  5  der  konvexen  Polygone  ins  l 
Unendliche  wachsen  zu  lassen.  Dies  hat  neuerdings  Herr  E.  Study  '■ 
durchgeführt,  und  es  sei  deswegen  auf  sein  Lehrbuch  verwiesen,  \ 
wo  die  im  wesentlichen  von  Schwarz  heiTührende  Theorie,  von  ' 
der  hier  ein  Teil  dargestellt  ist,  weitergebildet  wird.^)  J 

Wir  wollen  uns  hier  damit  begnügen,  einige  spezielle  Fälle | 
von  Polygonen  zu  behandeln,  die  zur  Theorie  der  doppeltperio- i 
dischen  Funktionen  in  naher  Beziehung?  stehen.  t 

22.  Konforme  Abbildung  der  Fläche  des  Rechtecks.! 
Benutzen  wir  unsere  Formel  (I*),  um  die  Halbebene  »^  >  0  der  ^- j 


1)  E.  Study,  Vorlesungen  II,  konforme  Abbildung  einfach 
zusammenhängender  Bereiche.  Bearbeitet  unter  Mitwirkung  von 
W.  Blaschke.  Leipzig,  1912,  B.  G.  Teubuer.  Dort  findet  man  auch 
einen  Beweis  für  den  Riemannschen  Abbildungssatz  in  seiner  all- 
gemeinsten Form,  die  von  H.  Poincare  und  P.  Koebe  formuliert 
worden  ist,  wiedergegeben. 
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Ebene  konform  abzubilden  auf  die  Fläche  eines  Rechtecks  w^w^ic^w^^. 
Wir  haben  5  =  4,  A^  =  ^  zu  setzen  und  finden  daher ^  wenn  wir 
die  Konstanten  C  und  C  etwa  gleich  Eins  und  Null  setzen, 

j/ K(?-f,)(?-fj)(f-r,)(f-f.) 

So 

Dabei  ist  ^„  +  ^„,  und 


(2j 


O^argV^-^^^ 


zu   nehmen.     Die  Numerierung  sei  so  eingerichtet,  daß   ^^  <  ^^ 
<C  ^3  <  ^4  ist.  Dann  findet  man  für  reelle  Werte  von  ^ 


(3) 


div 


—  3 

—  2 

—  1 
0 


für 


^<^, 


~  für  ^1  <  ^  <  ^2 
I  für  ^2  <  e  <  ^3 
I  für  ^3  <  e  <  ^4 
Vfürr,<^ 


Die  Seiten  des  Rechtecks  liegen  also  zu  den  Koordinatenachsen 
in  der  Ebene  der  komplexen  Veränderlichen  w  =>  u  -\-  iv  so,  wie 
in  der  Fig.  35  angedeutet  ist.  Die  Seiten-   y 
längen  sind  ^ 

(4)  <^.-f--f 


un 


Fi«.  :55. 


Wir  wollen  nun  die  konforme  Abbildung,  die  durch  die  Funk- 
tion w(^))  vermittelt  wird,  auch  im  Großen  studieren,  dadurch,  daß 
wir  diese  analytische  Funktion,  von  der  wir  bisher  durch  die  Be- 
stimmungen (2)  einen  Zweig  abgesondert  hatten,  über  die  gerad- 

8* 


^u 
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linige  Begrenzung  hinaus  nach   dem  Schwarzsehen  Spiegelungs- 
prinzip analytisch  fortsetzen. 

Denken  wir  uns  zuerst  die  zweiblättrige  Riemannsche  Fläche 
der  Funktion 


(5) 


dw 


V{t-mt-^,){t-^,)ix-t,) 


über  der  ^-Ebene  aufgebaut.  Dazu  kann  man  etwa  so  verfahren. 
Man  legt  zwei  Exemplare  der  ^-Ebene  übereinander  und  schlitzt 
beide  längs  der  endlichen  geradlinigen  Strecken  ^^^g  und  ^3^^  auf. 
Die  so  entstandenen  beiden  Blätter  der  Fläche,  das  „untere"  und 
das  „obere"  Blatt,  heftet 
man  längs  der  übereinander-  ^. 

liegenden  Schlitze  kreuzweise   *^i"o o 

zusammen.    Also  z.  B.  längs 
^1^2   das    Stück   -»^  >  0    des 


«MQ 


wxO- 
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IV 


WiO 


II 


W3 


Wq 


Fig.  36. 


W4 


Fig.  37. 


m 


ÖW:t 


^ZO 


oberen  Blattes  an  das  Stück  y]  <  0  des  unteren  und  das  Gebiet 
t^  <  0  des  oberen  an  das  Gebiet  t/ >  0  des  unteren  Blattes. 
Ebenso  längs  ^3  ^4 .  Damit  ist  die  zweiblättrige  Riemannsche  Fläche 
mit  den  vier  Verzweigungspunkten  ^j,  ^21  ^3?  ^4  ^nd  den  beiden 
Verzweigungsschnitten  ^^^^  und  ^3^4  vollendet. 

Zieht  man  eine  Kurve  (7,  soweit  sie  im  oberen  Blatt  liegt, 
voll  aus  und  punktiert  man  ihre  im  unteren  Blatt  gelegenen 
Stücke,  so  kann  man  sich  das  Verhalten  der  Fläche  an  der  bei- 
gegebenen Figur  leicht  deutlich  machen  (Fig.  36). 

In  diesem  zweiblättrigen  Bereich  ist  die  Funktion  (5)  eindeu- 
tig. Wenn  man  etwa  vorschreibt,  daß  den  Punkten  in  der  Halb- 
ebene t?  >  0  des  oberen  Blattes  die  Funktionswerte ,  die  durch 
die  Ungleichungen  (2)  eindeutig  bestimmt  werden,  zugeordnet  wer- 
den sollen,  so  gehört  zu  jedem  Punkt  der  Riemannschen  Fläche 
ein  eindeutig  erklärter  Wert  der  Funktion. 

Nach  diesen  Festsetzungen  wird  also  durch  die  Formel  (l) 


22.  Konforme  Abbildung  der  Fläche  des  Rechtecks.         Hl 

die  Halbebene  r;  >  0  des  oberen  Blattes  auf  das  Rechteck  tv^w^w^w^ 
abgebildet.  Setzen  wir  nun  diese  konforme  Abbildung  mittels  des 
Spiegelungsprinzips  analytisch  fort.  Spiegeln  wir  zuerst  das  Recht- 
eck an  der  Seite  «'g^g,  wodurch  wir  ein  neues  Rechteck  «^''j^f^g ^^'3 ^^''4 
erhalten.  Entsprechend  haben  wir  die  Halbebene  7j  >  0  des  oberen 
Blattes  an  ^j^j  zu  spiegeln,  wodurch  wir  in  das  Gebiet  r/<CO  des 
oberen  Blattes  gelangen.  Spiegeln  wir  weiter  beide  Halbebenen 
des  oberen  Blattes  an  der  Strecke  ^3  ^^  und  die  beiden  zugehörigen 
Rechtecke  an  den  entsprechenden  Seiten  «'3M4  und  tv^w\.  Darnach 
entsprechen  sich:  die  Halbebene  t?<0  des  unteren  Blattes  und  das 
Rechteck  w'\H'\ir^w4^  (vgl.  die  Figur  37),  die  Halbebene  r;  >  0 
desselben  Blattes  und  das  Rechteck  tv''\w\iv^iv'^. 

Dadurch  ist  die  gesamte  Riemannsche  Fläche  konfonn  abge- 
bildet auf  das  große  Rechteck  iv^iv\iv"\w'\.  Diese  Abbildung  ist 
umkehrbar  eindeutig,  wenn  wir  etwa  festsetzen,  daß  von  der  Be- 
grenzung des  Rechtecks  nur  die  Seiten  zum  Rechteck  hinzu- 
genommen werden  sollen,  die  im  Punkte  w^  zusammenstoßen. 

Der  Prozeß  der  analytischen  Fortsetzung  ist  damit  aber  noch 
nicht  zu  Ende,  nichts  hindert  uns  den  Spiegelungsprozeß  weiter 
fortzusetzen.  Dabei  kommen  wir  auf  der  Riemannschen  Fläche 
allerdings  ins  alte  Gebiet  zurück,  während  wir  auf  der  fC-Ebene 
immer  neuen  Boden  gewinnen.  Nehmen  wir  einen  Punkt  ^  im  Innern 
der  Halbebene  r/>0  des  oberen  Blattes.  Ihm  entspricht  von  der 
eben  festgelegten  Zuordnung  ein  Punkt  iv  im  Innern  des  Recht- 
ecks tü^w^ir^iv^.  Spiegeln  wir  nun  den  Punkt  l  an  ^^^j  nach  ^i  und 
entsprechend  den  Punkt  u:  an  w^ii\  na^h  wj_.  Spiegeln  wir  ^i  weiter 
an  ^2  ^3 1  so  gelangen  wir  zum  alten  Punkt  ^  im  oberen  Blatte  zurück. 
In  der  t<;-Ebene  kommen  wir  aber  zu  einem  neuen  Punkt  Wu.  = 
w  -\-  2  cög  (vgl.  die  Formel  (4)).  Wir  haben  also  durch  analytische 
Fortsetzung  gefunden,  daß  dem  Punkte  ^  des  oberen  Blattes  durch 
die  Funktion  w{^)  nicht  bloß  der  Punkt  u\  sondern  auch  der 
Punkt  w  -{-  2(0^  zugeordnet  ist.  Analog  kann  man  zeigen,  daß  ihm 
auch  der  Punkt  w  +  2  «i  entspricht  und  allgemeiner  jeder  Punkt 
w  -\-  2»WG)j  -}-  2^0)3,  wo  m  und  n  irgend  zwei  positive  oder  nega- 
tive ganze  Zahlen  bedeuten. 

Die  konforme  Abbildung  ist  also  in  der  einen  Richtung  un- 
endlich vieldeutig,  in  der  andern  Richtung  aber  eindeutig:  Jedem 
Punkt  ^  der  Riemannschen  Fläche  entsprechen  unendlich  viele 
Punkte  der  M?-Ebene;  ist  w  einer  unter  ihnen,  so  erhält  man  alle 
andern  in  der  Form  w  -j-  2wwj  -f  2^0)3.    Jedem  im   Endlichen 


112     V.  Konforme  Abbild,  auf  das  Innere  eines  konvexen  Polygons. 


liegenden  Punkte  in  der  w-lSthene  entspricht  ein  einziger  Punkt 
der  Riemannschen  Fläche  und  damit  ein  einziger  Wert  von  ^  und 

-5—  .    Während  also   die  Funktion  w{^)  unendlich  vieldeutig  ist, 

ist  die  Umkehrungsfunktion  ^(w)  eine  eindeutige  analytische 
Funktion,  die  die  identische  Relation 

^(w  +  2mwi  -f  2WCÖ3)  =  ^(w) 

für  nlle  ganzzahligen  m  und  n  befriedigt.  Man  nennt  die  Funk- 
tion daher  doppeltperiodisch.    Dasselbe  gilt  von   der  Funk- 

tion  j — 

Heben  wir  noch  einmal  hervor: 
Durch  die  Gleichung 

^^  _  r^ dl 

ist  die  obere  Grenze  ^  des  Integrals  als  eindeutige  analytische 
Funktion  der  komplexen  Veränderlichen  w  definiert. 

Dies  ist  das  berühmte  Umkehrtheorem  von  Jacobi.  Wir 
haben  es  hier  nur  für  reelle  Werte  der  Konstanten  ^^  bewiesen, 
es  gilt  aber  auch  für  komplexe  ^^,  worauf  wir  hier  nicht  eingehen 
wollen. 

Man  kann  leicht  Einiges  über  die  Funktion  ^{tv)  aussagen. 
Sie  durchläuft  ihren  gesamten  Wertevorrat  schon  in  jedem  Recht- 
eck mit  den  Endpunkten  w,  «<;  -f-  2  Wi ,  «(;  -f-  2  o)j  +  2  cog ,  w  -\-  2(o^, 
Sie  hat  im  Endlichen  nur  reguläre  Stellen  und  Pole  von  erster 
Ordnung,  in  jedem  der  angegebenen  Rechtecke  zwei,  die  den 
Punkten  ^  =  00  des  unteren  und  oberen  Blattes  der  Riemann- 
schen Fläche  entsprechen.  Man  nennt  nun  jede  eindeutige  und 
doppeltperiodische  Funktion,  die  im  Endlichen  abgesehen  von  Polen 
keine  weiteren  Singularitäten  hat,  eine  elliptische  Funktion. 
^{tv)  ist  also  eine  elliptische  Funktion.  Sie  stimmt  bis  auf  eine 
ganze  lineare  Substitution  mit  der  von  Weierstraß  eingeführten 
^^-Funktion  überein.  Für  reelle  ^^  ist  die  eine  Periode  20)^  reell 
und  die  andere  2(0^  rein  imaginär. 

Bezeichnen  wir  für  den  Augenblick  die  Funktion  j—  mit  -ö-, 
so  daß  also  die  Beziehung  besteht 


23.  Polygone,  die  man  durch  eindeutige  Funktionen  abbilden  kann.    1 1 3 

*'-(?-  ?.)(?  -  Q(s  -  ?»)(?  -  Q  =  0, 

die,  wenn  man  ^  und  ^  als  rechtwinklige  Punktkoordinaten  in  einer 
Ebene  deutet,  eine  Kurve  dritter  Ordnung  ohne  Doppelpunkt  dar- 
stellt. Da  nun  ^  und  d"  beide  als  eindeutige  Funktionen  von  w 
dargestellt  sind,  so  sieht  man,  daß  iv  für  unsere  Kurve  (oder  auch 
für  die  oben  konstruierte  Riemannsche  Fläche)  ein  uniformi- 
sierender  Parameter  ist,  da  nämlich  zu  jedem  Parameterwert 
ein  einziger  Kurvenpunkt  gehört. 

Die  Frage  nach  derartigen  uniformisierenden  Parametern  für 
algebraische  und  weiter  für  beliebige  analytische  Kurven,  ist  eines 
der  interessantesten  Probleme  der  Funktionentheorie.  Es  ist  neuer- 
dings von  H.  Poincare  und  P.  Koebe  der  allgemeine  Nachweis 
dafür  erbracht  worden,  daß  man  zu  jeder  analytischen  Kurve  auf 
mannigfache  Arten  uniformisierende  Parameter  finden  kann.^) 

23.  Polygone,  die  man  durch  eindeutige  analytische 
Funktionen  konform  auf  die  Kreisfläche  abbilden  kann. 
In  der  vorigen  Nummer  ist  gezeigt,  daß  es  möglich  ist,  die  Fläche 
eines  Rechtecks  auf  die  Halbebene  oder  auf  die  Fläche  eines  Krei- 
ses mit  Hilfe  eindeutiger  analytischer  Funktionen  konform 
abzubilden.  Wir  wollen  in  diesem  letzten  Abschnitt  die  Aufgabe 
lösen,  alle  polygonalen  Bereiche  zu  finden,  bei  welchen  diese  Ab- 
bildung durch  eindeutige  Funktionen  geleistet  wird.  Dabei  ist  es, 
wie  man  gleich  sieht,  unnötig,  sich  auf  konvexe  Polygone  zu  be- 
schränken. 

Nehmen  wir  an,  die  Halbebene  »^  >  0  der  ^-Ebene  sei  kon- 
form auf  das  Innere  eines  Polygons  in  der  M;-Ebene  bezogen.  Man 
kann  diese  konforme  Abbildung  wieder  mittels  des  Spiegelungs- 
prinzips analytisch  fortsetzen,  indem  mati  die  beiden  Bereiche  an 
ihren  geradlinigen  Begrenzungslinien  spiegelt.  Die  durch  diese 
analytische  Fortsetzung  vervollständigte  Abbildung  soll  so  be- 
schafi'en  sein,  daß  durch  sie  jedem  Punkt  der  endlichen  f-Ebene 
immer  nur  ein  einziger  Punkt  der  ?f'-Ebene  zugeordnet  wird. 

Richten  wir  unser  Augenmerk  auf  eine  Ecke  iv^  unseres  Poly- 
gons und  auf  den  Winkel  a,^  des  Polygons,  der  in  w^  seinen 
Scheitel  hat  und  dessen  Schenkel  wir  mit  S  und  S'  bezeichnen 
wollen.    Spiegelt  man  das  Polygon  an  seiner  Seite  S',  so  erhält 


1)  Der  Nachweis  steht  in  Zusammenhang  mit  der  erwähnten  Er- 
weiterung des  Uiemannschen  Abbildungssatzes.  Vgl.  die  Anmerkung  1) 
auf  S.  108. 
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man  ein  neues,  das  w^  wieder  zur  Ecke  hat  und  von  dem  hier 
zwei  Seiten  S'  und  S''  zusammenstoßen.  Spiegelt  man  neuerdings 
an  S'\  so  erhält  man  ein  zum  ursprünglichen  kongruentes  Polygon, 
das  aus  ihm  durch  Drehung  um  den  Winkel  2a^  um  den  Eck- 
punkt w„  hervorgeht.  Punkten  innerhalb  der  beiden  Polygone, 
die  durch  diese  Drehung  zugeordnet  werden,  entsprechen  dieselben 
Punkte  in  der  ^-Ebene,  da  die  zweimalige  Spiegelung  an  der 
Achse  des  Reellen  die  Identität  ergibt. 

Spiegeln  wir  weiter  an  S''\  der  neuentstandenen  Seite  des 
letzterhaltenen  Polygons,  die  durch  w^  hindurchgeht,  und  fahren 
wir  so  fort,  bis  wir  endlich  nach  p  Spiegelungen  zu  einem  Poly- 
gon kommen,  dessen  Winkel  S^^S^P'^^^  mit  dem  Scheitel  tv^  den 
Winkel  SS'  ganz  oder  zum  Teil  überdeckt.  Allen  Punkten,  die 
beiden  Winkeln  gemeinsam  angehören,  sollen  in  der  ^-Ebene  die- 
selben Punkte  zugeordnet  sein  in  der  ursprünglichen,  wie  in  der 
durch  ^- malige  Spiegelung  erhaltenen  Abbildung.  Das  ist  nur 
möglich,  wenn  p  eine  gerade  Zahl  ist,  und  wenn  die  beiden  Winkel 
völlig  zusammenfallen.  Beides  tritt  dann  und  nur  dann  ein,  wenn 
cc^  ein  ganzzahliger  Teiler  von  n  ist. 

Kein  Winkel  des  Polygons  darf  also  größer  sein  als  ein  rech- 
ter. Einspringende  Winkel  sind  dadurch  von  vornherein  ausge- 
schlossen, das  Polygon  muß  also  konvex  sein.  Überlegen  wir  uns 
weiter:  Die  Winkelsumme  in  einem  5-Seit  ist  (5  —  2)%.  Sind  alle 

o 2 

Winkel  gleich,  so  ist  jeder  gleich tt.  Sind  sie  aber  ungleich, 

s 

so  ist  mindestens  einer  größer  als  diese  Zahl.  Daraus  folgt,  daß 
in  einem  Polygon  mit  mehr  als  vier  Seiten  sicher  ein  Winkel 
vorkommt,  der  größer  als  ein  rechter  ist.  Solche  Polygone  kom- 
men also  für  unsere  Frage  nicht  in  Betracht.  Bei  Vierecken  muß, 

wenn  kein  Winkel  größer  als  —  sein  soll,  notwendig  jeder  gleich 

- ,   d.  h.  das  Viereck  muß  ein  Rechteck  sein.    Für  Rechtecke  ist 

aber  unsere  Forderung  tatsächlich  erfüllt,  wie  in  der  vorigen 
Nummer  gezeigt  worden  ist. 

Es  bleiben  also  nur  noch  die  Dreiecke  zu  behandeln  übrig. 

Es  seien 

7t  9t  TT 

die  drei  Dreieckswinkel,  die  die  Gleichung  befriedigen 
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i  +  -»-  +  l  =  i. 

f^i         N         f^s 

Man  hat  also  zunächst  die  Aufgabe  vor  sich,  diese  Gleichung  in 
|[tj,  |it2?  f*3  i^  ganzen  Zahlen  ^  2  aufzulösen.  Jedes  Lösungssystem 
l)estimmt  die  Gestalt  eines  Dreiecks,  das  möglicherweise  die  ge- 
wünschte Eigenschaft  hat. 

Nehmen  wir  alle  j(i^  gleich  an,  so  erhalten  wir  die  erste  Lösung 


Fig.  38. 


Fig.  39. 


(I) 


f*i  =  3  ,     ft2  =  3  ,     ftg  =  3 ; 


7t  7C 

«1    =  TT»        0^9   ==    « 


Sind   die   ^   verschieden   voneinander,   so  muß  mindestens  eines 
unter  ihnen,  sagen  wir  /Wg,  kleiner  als  drei,  also  gletch  zwei  sein. 
Dann  können  jitj  und  jWj  wieder  gleich  angenommen  werden, 
das  gibt 

(^1  =  4,     ft2  =  4,     ^8 -=2; 
(11) 


«1  = 


TT 


oder  es  muß  eines  dieser  beiden  |ü,  nehmen  wir  z.  6.  /li,,  kleiner 
als  Vier,  also  notwendig  gleich  Drei  sein.  Das  gibt  —  wenn  wir 
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von  nebensächlichen  Vertauschungen  der  Indices  absehen  —  die 
letzte  Lösung 


(III) 


ftj  =  6  ,     ^2  =  3,     ftg  =  2  ; 

Tt  7t 


Tt 
^1    =    6  ' 


Jede  dieser  drei  verschiedenen  Dreiecksformen  führt  nun  tat- 
sächlich zu  einer  Lösung  des  oben  aufgeworfenen  Problems.  Nimmt 
man  nämlich  irgendeine  der  drei  Dreiecksformen,  etwa  das  gleich- 
seitige Dreieck  (vgl.  die 
Figur  38)  in  der  ^Ebene 
als  Ausgangspunkt,  so  er- 
hält man  durch  unbe- 
grenzte Anwendung  des 
Spiegelungsprozesses  eine 
einfache  Überdeckung  der 
ganzen  ^-Ebene  mit  Aus- 
schluß ihres  unendlich 
fernen  Punktes.  Daraus 
schließt  man  aber  leicht, 
daß  jedem  im  Endlichen 
liegenden  Punkt  der  ^- 
Ebene  nur  ein  einziger 
Punkt  in  der  ?6'-Ebene 
zugeordnet  wird. 

Die  Funktionen  ^(w), 
die  die  zu  den  drei  Fällen 
gehörigen  konformen  Abbildungen  liefern,  sind,  wie  man  aus  den 
beigegebenen  Figuren  38,  39,  40  ersieht,  doppeltperiodiscb.  Da 
sie,  wie  man  ebenfalls  nicht  schwer  bestätigen  wird,  außer  Polen 
keine  weiteren  Singularitäten  im  Endlichen  besitzen,  so  sind  sie 
wieder  elliptische  Funktionen. 

24.  Ausblick  auf  weitergehende  Untersuchungen.  Das 
in  der  letzten  Nummer  behandelte  Problem  kann  man  z.  B.  so 
verallgemeinern,  daß  man  nach  allen  Kreisbogendreiecken  fragt, 
die  bei  der  Reproduktion  durch  Spiegelung  an  der  kreisförmigen 
Dreieckseite  zu  einer  einfachen  Überdeckung  der  ganzen  Ebene 
oder  eines  Teiles  der  Ebene  führen.  Man  hat  da  drei  wesentlich 
verschiedene  Fälle  zu  unterscheiden:  1.  Jeder  der  drei  Kreise, 
auf  welchen   die  Dreiecksseiten   liegen,   schneidet   einen   vierten 


Fig.  40. 
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Kreis  in  den  Endpunkten  je  eines  Durchmessers  dieses  vierten  Kreises. 
2.  Die  drei  Kreise  gehen  durch  einen  Punkt.  3.  Sie  haben  einen 
gemeinsamen  Orthogonalkreis.  Im  Falle  1.  kommt  man  bei  ge- 
eignet gewählten  Kreisbogendreiecken  durch  eine  endliche  Anzahl 
von  Spiegelungen  zu  einer  einfachen  Bedeckung  der  ganzen  Ebene 
mit  Einschluß  ihres  unendlich  fernen  Punktes.  Der  Fall  2.  ist, 
wenn  man  den  gemeinsamen  Schnittpunkt  der  drei  Kreise  durch 
eine  lineare  Substitution  ins  Unendliche  befördert,  der  früher  von 
uns  behandelte  Fall,  der  zu  einer  einfachen  Uberdeckung  der 
Ebene  mit  Ausschluß  ihres  unendlich  fernen  Punktes  führt.  Fall  3. 
endlich  führt  zu  einer  Überdeckung  eines  kreisförmigen  Gebietes, 
dessen  Grenze  von  dem  gemeinsamen  Orthogonalkreis  gebildet  wird. 

Dreiecke  der  ersten  Art  können  durch  rationale  Funktionen 
konform  auf  eine  Kreisfläche  abgebildet  werden,  Dreiecke  der 
zweiten  Art  —  wie  wir  oben  gesehen  haben  —  durch  elliptische 
Funktionen  und  endlich  Dreiecke  der  letzten  Art  durch  ein- 
deutige transzendente  Funktionen,  die  den  Orthogonalkreis 
als  natürliche  Grenze  haben,  d.  h.  über  diesen  Kreis  nicht 
analytisch  fortgesetzt  werden  können. 

Wegen  der  schönen  algebraischen  und  funktionentheoretischen 
Betrachtungen,  die  sich  an  diesen  Gegenstand  anschließen,  sei  auf 
die  Abhandlungen  von  H.A.  Schwarz  über  die  hypergeometrische 
Reihe  und  auf  die  von  R.  Fr  icke  herausgegebene  Vorlesung 
F.  Kl  eins  über  die  elliptische  Modulfunktion  hingewiesen. 

Alle  diese  eindeutigen  Funktionen,  die  zur  konformen  Ab- 
bildung der  Dreiecktypen  auf  die  Kreisfläche  führen,  haben  die 
Eigenschaft,  bei  gewissen  linearen  Substitutionen  der  Veränder- 
lichen, die  durch  Zusammensetzung  der  verwendeten  Spiegelungen 
entstehen,  ungeändert  zu  bleiben.  Man  nennt  sie  deshalb  auto- 
morphe Funktionen.  Das  Studium  dieser  sehr  allgemeinen 
und  wichtigen  Funktionenklasse,  der  Funktionen,  die  bei  einer 
Gruppe  linearer  Substitutionen  unveränderlich  bleiben,  bildet 
den  Gegenstand  eines  umfangreichen  Werkes  derselben  Autoren 
R.  Fricke  und  F.  Klein. 

Den  Ausgangspunkt  für  die  Betrachtungen  der  beiden  letzten 
Kapitel  dieses  Büchleins  hat  der  allgemeine  Abbildungssatz  für 
einfach  zusammenhängende  Bereiche  gebildet.  Es  ist  nun  sehr 
bemerkenswert,  daß  ein  analoger  Satz  auch  noch  für  mehrfach 
zusammenhängende  Bereiche  besteht. 
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Beschränkt  man  sich  auf  schlichte  Bereiche,  d.  h.  auf  Be- 
reiche, die  die  Ebene  nirgends  mehrfach  überdecken,  so  kann  man 
einen  w-fach  zusammenhängenden  Bereich  ani  einfachsten  mit 
Hilfe  des  Begriffs  der  Restmenge  erklären.  Unter  der  Restmenge 
einer  Punktmenge  versteht  man  dabei  die  Gesamtheit  aller  Punkte 
der  Ebene,  die  der  Punktmenge  nicht  angehören.  Ein  schlichter 
Bereich  heißt  w-fach  zusammenhängend,  wenn  seine  Komplementär- 
menge aus  n  getrennten  Kontinuen  besteht  (die  sich  auch  auf  ein- 
zelne Punkte  reduzieren  können).  Sind  diese  Kontinuen  insbeson- 
dere Kreisflächen,  so  spricht  man  von  einem  Kreisbereich. 

Der  allgemeine  Satz,  der  den  Rie  mann  sehen  Abbildungssatz 
als  speziellen  Fall  umfaßt  und  der  zuerst  von  P.  Koebe  bewiesen 
worden  ist,  lautet  so:  Jeder  «-fach  zusammenhängende  Bereich 
kann  eineindeutig,  stetig  und  konform  auf  einen  Kreisbereich  ab- 
gebildet werden.  Dieser  Kreisbereich  darf  aber  nicht  beliebig  vor- 
geschrieben werden,  da  er  von  vornherein  bis  auf  lineare  Substi- 
tutionen eindeutig  bestimmt  ist. 

Zum  Beweise  verwendet  Koebe  sein  iterierendes  Verfah- 
ren, das  in  einer  unbegrenzten  Wiederholung  der  Riemann sehen 
Abbildungsmethode  besteht.  Das  wichtige  Hilfsmittel  beim  Beweise 
der  Konvergenz  dieses  Verfahrens  bildet  Koebes  Verzerrungs- 
satz, einer  der  weittragendsten  und  allgemeinsten  Sätze  aus  der 
Theorie  der  konformen  Abbildung.  Man  findet  diesen  Satz  und  einen 
von  Koebe  herrührenden  Beweis  in  dem  schon  oben  (S.  108)  ge- 
nannten Lehrbuch  von  E.  Study  dargestellt. 
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